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Предисловие

Существующие учебники по регрессии обычно содержат смесь прак-
тических рецептов и  математических выкладок. Мы  написали эту 
книгу, потому что увидели новый способ поделиться знаниями, со-
средоточившись на понимании регрессионных моделей, применении их 
к реальным проблемам и выполнении моделей на пробных придуман-
ных данных, чтобы понять, насколько эти модели подходят к данным 
определенного типа. Прочитав эту книгу и проработав упражнения, вы 
сможете строить собственные регрессионные модели на компьютере, 
использовать их для решения прикладных задач и – что немаловаж-
но – подвергать их строгой критической оценке.

Другой особенностью нашей книги, помимо широкого набора при-
меров и сосредоточенности на компьютерном моделировании, явля-
ется ее широкий охват, включающий основы статистики и измерений, 
линейную регрессию, множественную регрессию, байесовский вывод, 
логистическую регрессию и  обобщенные линейные модели, экстра-
поляцию от выборки к  генеральной совокупности и причинно-след-
ственный вывод. Для нас линейная регрессия является лишь отправ-
ной точкой, и мы не будем останавливаться на достигнутом: если вы 
уловили основную идею статистического прогнозирования, то лучший 
способ закрепить понимание – применять новые знания разными спо-
собами и в разных контекстах.

После прочтения первой части этой книги вы получите необходи-
мые знания о базовых инструментах математики, статистики и вычис-
лений, которые позволят вам работать с регрессионными моделями. 
Эти первые главы послужат мостом между методами и идеями, кото-
рые вы, как мы надеемся, усвоили во вводном курсе статистики. В пер-
вой части книги будет рассказано про отображение и  исследование 
данных, вычисление и  построение графиков линейных отношений, 
сущность основных распределений вероятностей и  статистических 
выводов, а также про моделирование случайных процессов для имита-
ции погрешностей выводов и прогнозов.

После прочтения Второй части вы должны научиться создавать, на-
страивать, целенаправленно использовать модели регрессии и оцени-
вать их качество. В главах этой части книги представлены соответству-
ющие статистические и  вычислительные инструменты в  контексте 
нескольких примеров прикладных и смоделированных данных. Завер-



шив изучение третьей части, вы сможете аналогичным образом рабо-
тать с логистической регрессией и другими обобщенными линейными 
моделями. Часть IV посвящена сбору данных и экстраполяции от вы-
борки к совокупности. А в части V мы рассмотрим причинный вывод, 
начиная с основных методов, использующих регрессию для контроли-
руемых экспериментов, а затем обратимся к более сложным методам 
с поправкой на дисбаланс в данных наблюдений или с использованием 
натурных экспериментов. В части VI представлены более сложные ре-
грессионные модели, а в приложениях мы делимся советами и пред-
лагаем обзор программного обеспечения для подгонки моделей.
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держку во время написания этой книги.
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Краткое содержание книги
Эта книга содержит описания моделей и примеров, чтобы после каж-
дой главы у вас появлялись новые навыки подгонки, интерпретации 
и визуализации моделей.

•	 Часть I. Обзор основных инструментов и понятий математики, 
статистики и вычислений.

	– Глава 1: Общее представление о целях и задачах регрессии.
	– Глава 2: Исследование данных и знакомство с проблемами из-
мерения.

	– Глава 3: Совершаем рывок и знакомимся с основными матема-
тическими инструментами и распределениями вероятностей.

	– Глава 4: Знакомство со статистической оценкой и оценкой по-
грешности, а также проблемой проверки гипотез в приклад-
ной статистике.

	– Глава 5: Моделирование вероятностных моделей и погрешно-
сти их выводов и прогнозов.

•	 Часть II. Построение моделей линейной регрессии, использова-
ние их в реальных задачах, оценка допущений и степени соот-
ветствия данным.

	– Глава 6: Различия между описательной и причинной интер-
претациями регрессии в историческом контексте.

	– Глава 7: Простая линейная регрессия с  одним прогностиче-
ским параметром.

	– Глава 8: Аппроксимация методом наименьших квадратов  – 
определение и выполнение на компьютере.

	– Глава 9: Вероятностное прогнозирование и простое байесов-
ское агрегирование информации, а также знакомство с апри-
орными распределениями и байесовским выводом.

	– Глава 10: Создание, настройка и интерпретация линейных мо-
делей с несколькими прогностическими параметрами.

	– Глава 11: О  важности различных допущений регрессионных 
моделей и умения проверять модели и оценивать их соответ-
ствие данным.

	– Глава 12: Более эффективное применение линейной регрессии 
путем преобразования и  комбинирования прогностических 
параметров.

•	 Часть III. Построение и применение моделей логистической ре-
грессии и обобщенных линейных моделей.

	– Глава 13: Подбор, интерпретация и визуализация моделей ло-
гистической регрессии для бинарных данных.

	– Глава 14: Построение, интерпретация и оценка логистических 
регрессий с  взаимодействиями и  другими усложняющими 
факторами.

	– Глава 15: Подгонка, интерпретация и визуализация обобщен-
ных линейных моделей, включая пуассоновскую и  отрица-
тельную биномиальную регрессию, упорядоченную логисти-
ческую регрессию и другие модели.
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•	 Часть IV. Разработка исследований и более эффективное исполь-
зование данных в прикладных задачах.

	– Глава 16: Как использовать теорию вероятностей и моделиро-
вание для принятия решений о собираемых данных и не по-
падать в ловушку нереалистичных уровней определенности.

	– Глава 17: Использование постстратификации для обобщения 
от выборки к  генеральной совокупности и  применение ре-
грессионных моделей для вставки недостающих данных.

•	 Часть V. Внедрение и понимание основных статистических схем 
и анализов для причинно-следственного вывода.

	– Глава 18: Предположения, лежащие в основе причинно-след-
ственного вывода, с акцентом на рандомизированные экспе-
рименты.

	– Глава 19: Моделирование причинно-следственных связей 
в простых условиях с использованием регрессий для оценки 
эффектов воздействия и взаимодействий.

	– Глава 20: Проблемы, связанные с  выводом причинно-след-
ственных связей из данных наблюдений, и  статистические 
инструменты для корректировки различий между экспери-
ментальной и контрольной группами.

	– Глава 21: Допущения, лежащие в основе более сложных мето-
дов, использующих вспомогательные переменные или опре-
деленные структуры данных для выявления причинности, 
и умение согласовывать эти модели с данными.

•	 Часть VI. Обзор более продвинутых регрессионных моделей.
	– Глава 22: Общее представление о направлениях, в которых ли-
нейные и обобщенные линейные модели могут быть расшире-
ны для решения различных классов прикладных задач.

•	 Приложения
	– Приложение A: Первые навыки работы в статистическом па-
кете на языке R с акцентом на обработку данных, статистиче-
ские графики, а также доводку и использование регрессион-
ных моделей.

	– Приложение B: Идеи и советы, которые пригодятся вам при 
работе с регрессионными моделями.
Прочитав эту книгу, вы научитесь выбирать, создавать, интер-

претировать и оценивать линейные и обобщенные линейные модели 
и использовать их, чтобы делать прогнозы и выводы, включая причин-
но-следственные связи.

Более увлекательные названия глав
В оглавлении книги вы видите сухие и строгие названия глав, которые 
носят описательный характер. Мы решили немного нарушить тради-
цию и в качестве альтернативы предлагаем вам более эмоциональные 
названия, которые, как мы надеемся, вызовут у вас удивление и про-
будят заинтересованность.
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•	 Часть I
	– Глава 1: Прогнозирование как объединяющая тема в статисти-
ке и причинно-следственных связях.

	– Глава 2: Правильный сбор и визуализация данных важнее, чем 
вы думаете.

	– Глава 3: Математика, которую вам действительно нужно знать.
	– Глава 4: Забудьте все, что вы раньше знали о статистике.
	– Глава 5: Вы не поймете свою модель, пока не выполните ими-
тацию.

•	 Часть II
	– Глава 6: Давайте серьезно задумаемся о регрессии.
	– Глава 7: Нельзя просто работать с регрессией, ее нужно по-

нимать.
	– Глава 8: Наименьшие квадраты и все такое.
	– Глава 9: Откровенно о погрешности и априорных знаниях.
	– Глава 10: Вы не просто выбираете модели, вы их создаете.
	– Глава 11: Попробуйте убедить нас довериться вашей модели.
	– Глава 12: Только глупцы работают с данными без масштаби-
рования.

•	 Часть III
	– Глава 13: Моделирование вероятностей.
	– Глава 14: Советы профессионалов по логистической регрессии.
	– Глава 15: Создание моделей – взгляд изнутри.

•	 Часть IV
	– Глава 16: Чтобы понять прошлое, вы должны узнать будущее.
	– Глава 17: Хватит рассказывать о  данных. Лучше расскажите 
о генеральной совокупности.

•	 Часть V
	– Глава 18: Как подбрасывание монеты помогает оценить при-
чинно-следственные связи?

	– Глава 19: Использование корреляции и  предположений для 
вывода причинно-следственной связи.

	– Глава 20: Причинный вывод – это просто своего рода предска-
зание.

	– Глава 21: Больше допущений – больше проблем.
•	 Часть VI

	– Глава 22: Что нас ждет впереди?
•	 Приложения

	– Приложение A: Беглое знакомство с R.
	– Приложение B: Наши любимые советы и навыки. А что уме-
ете вы?

В этой книге мы рассказываем о различных методах и иллюстри-
руем их использование во многих прикладных сценариях. Мы также 
стараемся дать представление о том, где эти методы могут потерпеть 
неудачу, и стремимся передать волнение, которое мы испытали, когда 
впервые узнали об этих идеях и применили их к нашим собственным 
задачам.
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Скачивание исходного кода примеров
Скачать файлы с дополнительной информацией для книг издательства 
«ДМК Пресс» можно на сайте www.dmkpress.com или www.дмк.рф на 
странице с описанием соответствующей книги.

Максимально эффективное использование книги
Для чтения этой книги не требуется глубокое знание математики. На-
пример, чтобы изучить линейную регрессионную модель, вам следует 
знать алгебраические уравнения, описывающие точки пересечения 
и наклон прямой, но нет необходимости разбираться в матричной ал-
гебре при выводе вычислений методом наименьших квадратов. Вы бу-
дете использовать показатели степени и логарифмы, особенно в главах 
12–15 при изучении нелинейных преобразований и обобщенных ли-
нейных моделей.

Наличие навыков программирования не  требуется. Вы  будете не-
много программировать в  статистической среде общего назначения 
R при подгонке и использовании моделей из этой книги, и некоторые 
из этих процедур будут выполнены с помощью программы байесов-
ского вывода Stan, которая, как и R, является бесплатной и с открытым 
исходным кодом. Читатели, плохо знакомые с R или программирова-
нием, должны сначала изучить Приложение A, этого будет достаточно.

Мы подгоняем регрессионные модели с помощью функции stan_glm 
в  пакете rstanarm в  R, выполняя байесовский вывод. Это небольшое 
отклонение от обычных методов (включая нашу предыдущую книгу), 
в которых используются методы наименьших квадратов и максималь-
ного правдоподобия, например с использованием функций lm и glm в R. 
Мы обсуждаем различия между различными вариантами программ-
ных инструментов и между различными режимами вывода в разделах 
1.6, 8.4 и 9.5. С точки зрения пользователя, переход на stan_glm не име-
ет большого значения, за исключением упрощения получения вероят-
ностных прогнозов и распространения погрешностей вывода, а также 
в некоторых проблемах с коллинеарностью или разреженными данны-
ми (в этом случае байесовский подход в stan_glm дает более стабиль-
ные оценки) и когда мы хотим включить в анализ априорную инфор-
мацию. Для большинства вычислений, выполненных в этой книге, при 
желании можно получить аналогичные результаты с использованием 
классического программного обеспечения.

В помощь преподавателю:  
возможная структура курсов
Материал этой книги можно разбить на односеместровые курсы по не-
скольким направлениям. Окончательное решение остается за препо-
давателем, но мы предлагаем несколько возможных вариантов.
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•	 Основы линейной регрессии: главы 1–5 в  качестве обзора, затем 
главы 6–9 (линейная регрессия с одним прогностическим пара-
метром) и  10–12 (множественная регрессия, диагностика и по-
строение модели).

•	 Прикладная линейная регрессия: главы 1–5 в качестве обзора, за-
тем главы 6–12 (линейная регрессия), 16–17 (разработка и пост-
стратификация) плюс избранный материал из глав 18–21 (при-
чинный вывод) и главы 22 (дополнительная информация).

•	 Прикладная регрессия и причинный вывод: краткий обзор на основе 
глав 1–5, затем главы 6–12 (линейная регрессия), глава 13 (логи-
стическая регрессия), главы 16–17 (дизайн и постстратификация) 
и избранные материалы из глав 18–21 (причинный вывод).

•	 Причинный вывод: главы 1, 7, 10, 11 и 13 для обзора линейной и ло-
гистической регрессии, затем главы 18–21 для более подробного 
изложения материала.

•	 Обобщенные линейные модели: краткий обзор на основе глав 1–12, 
затем главы 13–15 (логистическая регрессия и обобщенные ли-
нейные модели), за которыми следует избранный материал из 
глав 16–21 (разработка, постстратификация и причинный вывод) 
и 22 (дополнительная информация).

Типографские соглашения, принятые в книге
В этой книге используется несколько стилей выделения некоторых 
элементов текста.

Фрагмент кода в тексте – ключевые слова, операторы, имена пере-
менных и функций непосредственно в тексте. Пример: «Большая часть 
приведенного выше кода предназначена для построения и вывода гра-
фической схемы, вероятностные вычисления выполняются в  строке 
y = stats.norm(mu, sd).pdf(x)».

Блок кода отображается в следующем формате:
μ = 0.
σ = 1.
X = stats.norm(μ, σ)
x = X.rvs(3)

Курсив – имена файлов, каталогов и прочих объектов.
Полужирный шрифт – важные (ключевые) слова, элементы поль-

зовательского интерфейса или слова, которые выводятся на экран.

Отзывы и пожелания
Мы всегда рады отзывам наших читателей. Расскажите нам, что вы ду-
маете об этой книге, – что понравилось или, может быть, не понрави-
лось. Отзывы важны для нас, чтобы выпускать книги, которые будут 
для вас максимально полезны.

Вы можете написать отзыв на нашем сайте www.dmkpress.com, зайдя 
на страницу книги и оставив комментарий в разделе «Отзывы и ре-
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цензии». Также можно послать письмо главному редактору по адресу 
dmkpress@gmail.com; при этом укажите название книги в теме письма.

Если вы являетесь экспертом в  какой-либо области и  заинтересо-
ваны в написании новой книги, заполните форму на нашем сайте по 
адресу http://dmkpress.com/authors/publish_book/ или напишите в изда-
тельство по адресу dmkpress@gmail.com.

Список опечаток
Хотя мы приняли все возможные меры для того, чтобы обеспечить высо-
кое качество наших текстов, ошибки все равно случаются. Если вы найде-
те ошибку в одной из наших книг – возможно, ошибку в основном тексте 
или программном коде, – мы будем очень благодарны, если вы сообщите 
нам о ней. Сделав это, вы избавите других читателей от недопонимания 
и поможете нам улучшить последующие издания этой книги. 

Если вы найдете какие-либо ошибки в коде, пожалуйста, сообщите 
о них главному редактору по адресу dmkpress@gmail.com, и мы испра-
вим это в следующих тиражах.

Нарушение авторских прав
Пиратство в  интернете по-прежнему остается насущной проблемой. 
Издательства «ДМК Пресс» и Cambrdige University Press очень серьезно 
относятся к вопросам защиты авторских прав и лицензирования. Если 
вы столкнетесь в интернете с незаконной публикацией какой-либо из 
наших книг, пожалуйста, пришлите нам ссылку на интернет-ресурс, 
чтобы мы могли применить санкции.

Ссылку на подозрительные материалы можно прислать по адресу 
электронной почты dmkpress@gmail.com. 

Мы высоко ценим любую помощь по защите наших авторов, благо-
даря которой мы можем предоставлять вам качественные материалы.
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Часть I. Основы



Глава 1

Обзор темы и знакомство 
с регрессией

В этой книге мы рассмотрим проблемы построения, интерпретации 
и использования прогнозных моделей. Оказывается, есть много тон-
костей даже при подгонке простой линейной модели  – построении 
прямой линии регрессии по точкам исходя из имеющихся данных. По-
сле обзора фундаментальных понятий из области обработки данных, 
измерений и статистики в первых пяти главах книги мы рассмотрим 
линейную регрессию с одним и несколькими предикторами, а затем ло-
гистическую регрессию и другие обобщенные линейные модели. Затем 
мы рассмотрим различные прикладные применения регрессии – как 
простые, наподобие обобщения имеющихся данных, так и более слож-
ные, включая выборку и  причинный вывод. Книга завершается зна-
комством с современными идеями в области моделирования и двумя 
приложениями, которые содержат полезные советы и краткое введение 
в программирование на языке R.

В этой вводной главе излагаются ключевые задачи статистиче-
ского вывода в  целом и  регрессионного моделирования в  частности. 
Мы представляем множество практических примеров, чтобы наглядно 
продемонстрировать, насколько сложной и утонченной может быть ре-
грессия и почему нужна целая книга не только о теории регрессионного 
моделирования, но и о том, как применять ее на практике.

1.1. Три задачи статистики
Статистический вывод призван решить три ключевые задачи.

1.	 	 Обобщение выборки на генеральную совокупность – задача, свя-
занная с наличием ограниченной выборки из потенциально бо-
лее обширных данных, но фактически она возникает почти при 
каждом применении статистического вывода.

2.	 	 Обобщение данных экспериментального воздействия на контроль-
ную группу – задача, связанная с причинным выводом, который 
явным или неявным образом является частью интерпретации 
большинства наблюдаемых нами регрессий.



Обобщение наблюдаемых измерений на интересующий нас конструкт1, 
поскольку в большинстве случаев наши наблюдения не отражают в точ-
ности то, что мы в идеале хотели бы изучить.

Все три проблемы могут быть сформулированы как проблемы прогно-
зирования (вычисления ожидаемых показателей для новых людей или 
новых предметов, не вошедших в выборку, будущих откликов системы 
при различных потенциально возможных вариантах воздействия и скры-
тых конструктов, если их свойства можно достаточно точно измерить).

Мы ожидаем, что после прочтения этой книги вы получите следую-
щие ключевые навыки:

•	 понимание сути регрессионных моделей. Вы изучите математиче-
ские модели для прогнозирования выхода (переменной резуль-
тата, отклика на воздействие) на основе набора предикторов, 
начиная с линейной аппроксимации и заканчивая различными 
нелинейными обобщениями;

•	 умение строить регрессионные модели. Это открытый творческий 
процесс, включающий множество возможных вариантов, в том чис-
ле выбор параметров, а также их преобразование и нормирование;

•	 умение подгонять регрессионные модели по данным – процесс под-
бора параметров модели, который мы будем выполнять с помощью 
программного обеспечения с открытым исходным кодом R и Stan;

•	 визуализацию и интерпретацию результатов, что требует допол-
нительных навыков программирования и знания математики.

Центральной темой этой книги, как и  большинства книг о  стати-
стике, является логический вывод (infrerence) – использование матема-
тических моделей для получения общих утверждений на основе кон-
кретных данных.

Предсказание результата выборов исходя из состояния экономики      

Средний рост личного дохода

Д
ол

я 
го

ло
со

в 
де

йс
тв

ую
щ

ей
 п

ар
ти

и

0% 1% 2% 3% 4%

45
%

50
%

55
%

60
%

1952

1956

1960

1964

1968

1972

1976

1980

1984

1988

1992

1996

2000
2004

2008

2012

Данные и линейная подгонка

Средний рост личного дохода

In
cu

m
be

nt
 p

ar
ty

's
 v

ot
e 

sh
ar

e

0% 1% 2% 3% 4%

45
%

50
%

55
%

60
%

y = 46.3 + 3.0 x

Рис. 1.1. Прогнозирование результата выборов на основе экономических данных: 
(а) данные, (б) аппроксимация прямой y = 46,3 + 3,0x

1	 Конструктом в философии восприятия называют идеальный объект, недо-
ступный для прямого наблюдения, но гипотетически выводимый через его 
внешние проявления и подтверждаемый или как минимум не опровергае-
мый экспериментальными наблюдениями. – Прим. перев.
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1.2. Зачем изучать регрессию?
Регрессия – это метод, который позволяет исследователям определить, 
как прогнозы или средние значения выхода (outcome) модели различа-
ются для разных объектов, определенных набором входных данных – 
предикторов (predictor). Например, на рис. 1.1а показана доля голосов 
за кандидата от действующей партии в последовательном ряде прези-
дентских выборов в США в зависимости от показателя экономического 
роста в период, предшествующий каждому году выборов. На рис. 1.1б 
показана линейная регрессия, соответствующая этим данным. Эта мо-
дель позволяет нам прогнозировать итог голосования – с некоторой 
погрешностью – с учетом экономических показателей и в предполо-
жении, что будущие выборы в чем-то похожи на предыдущие.

Все вычисления в этой книге выполняются на языке R. Это полно-
стью бесплатное и простое в использовании программное обеспече-
ние. В приложении A рассказано, как установить и использовать R на 
вашем компьютере. Начнем с загрузки данных1:

hibbs <- read.table("hibbs.dat", header=TRUE)

Затем строим диаграмму рассеяния (scatterplot):

plot(hibbs$growth, hibbs$vote, xlab="Average recent growth in 
personal income", ylab="Incumbent party's vote share")

Вычисляем регрессию y = a + bx + error2:

M1 <- stan_glm(vote ~ growth, data=hibbs)

Теперь добавляем на наш график результат подгонки линии регрес-
сии по данным:

abline(coef(M1), col="gray")

Наш результат должен быть похож на рис. 1.1б.
Чтобы отобразить настроенную модель, наберем команду print(M1) 

и получим следующий результат:

            Median MAD_SD
(Intercept) 46.3    1.7
growth       3.0    0.7

Auxiliary parameter(s):
      Median MAD_SD
sigma 3.9    0.7

В первом столбце показаны результаты подгонки: 46,3 и 3,0 – най-
денные коэффициенты уравнения линии y  = 46,3 + 3,0x (рис.  1.1б). 
Во втором столбце представлены погрешности результатов с исполь-

1	 Данные и код для этого примера находятся в папке ElectionsEconomy.
2	 В разделе 1.6 представлен код R для метода наименьших квадратов и байе-

совской регрессии.

Пример: 
выборы 
и эконо-
мика
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зованием медианных абсолютных отклонений (раздел 5.3). Последняя 
строка выходных данных показывает значение и погрешность σ, меры 
неоднородности данных, не  объясненных регрессионной моделью 
(разброс точек выше и ниже линии регрессии). На рис. 1.1б линейная 
модель прогнозирует долю голосов с точностью примерно до 3,9 про-
центных пункта. Подробные объяснения приведенного выше кода 
и вывода будут представлены позже, начиная с главы 6.

При желании мы также можем выполнить подгонку модели дру-
гими способами, такими как графическое представление остатков 
регрессии (различий между данными и подогнанной моделью) и вы-
числение R2 – доли дисперсии, объясняемой моделью, о чем пойдет 
речь в главе 11.

Некоторые из наиболее важных применений регрессии:
•	 прогнозирование: моделирование существующих наблюдений или 

предсказание новых данных. К примерам с непрерывными или 
приблизительно непрерывными значениями выхода относятся 
доли голосов на предстоящих выборах, будущие продажи про-
дукта и состояние здоровья, отраженное в медицинском иссле-
довании. К примерам дискретных или категориальных результа-
тов (также называемых классификацией) относятся диагностика 
заболеваний, предсказание победы или поражения в спортивном 
соревновании и индивидуального выбора при голосовании;

•	 изучение взаимосвязей: формирование заключения о  том, на-
сколько сильно одна или несколько входных переменных ока-
зывают влияние на выход. В качестве примеров можно назвать 
выявление факторов риска заболевания, определение внешних 
факторов, влияющих на результат голосования и характеристик 
в  резюме, которые повышают вероятность успешной карьеры. 
В более общем плане можно использовать такую модель для изу-
чения ассоциаций, стратификаций или структурных отношений 
между переменными. К примерам относятся взаимосвязь между 
количеством загрязняющих веществ и заболеваемостью, разная 
частота задержаний подозреваемых полицией по этнической 
принадлежности и скорость роста различных частей тела;

•	 экстраполяция: внесение поправки на известные различия меж-
ду выборкой (т. е. данными наблюдений) и представляющей инте-
рес совокупностью. Знакомый всем пример – социальный опрос: 
выборки людей из реального мира не  являются полностью ре-
презентативными, поэтому необходимо выполнить некоторую 
корректировку для экстраполяции на генеральную совокупность. 
Другой пример – использование данных, которые извлекли из 
ограниченной выборки школ, отобранных исследователями, что-
бы сделать выводы обо всех школах в штате. Еще одним приме-
ром может служить использование экспериментальных данных 
об испытаниях лекарственного средства вместе с фоновыми ха-
рактеристиками всего населения для оценки среднего эффекта 
воздействия препарата на популяцию;
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•	 причинно-следственный вывод: возможно, наиболее важным при-
менением регрессии является оценка отклика на воздействие (эф-
фекта эксперимента). Мы дадим более строгое определение при-
чинно-следственного вывода в части V этой книги; а пока просто 
поговорим о сравнении выборок экспериментальной и контроль-
ной группы или экспериментальных групп с  разным уровнем 
воздействия. Например, в  исследовании качества образования 
откликом могут быть баллы по стандартизированному тесту, роль 
контрольной группы могут играть студенты, изучавшие стандарт-
ный курс, а экспериментальным воздействием может служить но-
вый учебный курс. В области здравоохранения откликом может 
служить заболеваемость астмой, а продолжительное воздействие 
может быть связано с  наличием какого-либо загрязнителя воз-
духа. Ключевой проблемой причинно-следственного вывода яв-
ляется обеспечение максимального сходства между эксперимен-
тальной и контрольной группой в среднем до начала воздействия 
или корректировка различий между этими группами.

Во всех этих случаях крайне важно, чтобы регрессионная модель име-
ла достаточную сложность для восприятия необходимой информации. 
Например, если большинство участников испытания лекарства здоро-
вы и моложе 70 лет, но исследователи заинтересованы в предсказании 
влияния препарата на пожилое население в целом, то важно включить 
в регрессионную модель в качестве предикторов возраст и предыдущее 
состояние здоровья. Если эти предикторы отсутствуют, модели просто 
не хватит информации для необходимой экстраполяции.

1.3. Несколько примеров регрессии
Чтобы дать вам представление о трудностях, связанных с применени-
ем регрессии на практике, мы приведем несколько примеров, иллю-
стрирующих выборку, прогнозирование и причинный вывод.

Оценка общественного мнения на основе добровольного 
интернет-опроса
В исследовательском проекте с  коллегами из Microsoft Research мы 
использовали регрессионную модель для корректировки выборки, 
чтобы получить качественный мониторинг общественного мнения, 
более точно привязанный ко времени и с меньшими затратами, чем 
традиционные методы опроса. Данные были взяты из нового и крайне 
нерепрезентативного набора данных опроса: серии ежедневных опро-
сов избирателей на президентских выборах 2012 года, проводимых на 
игровой платформе Xbox, с общим размером выборки 750 148 интер-
вью с 345 858 уникальными респондентами. Это характерная проблема 
больших данных: очень большая выборка, относительно низкие затра-
ты, но при этом отсутствие прямой репрезентативности для большей 
генеральной совокупности. После корректировки результатов опроса 
на платформе Xbox с помощью многоуровневой регрессии и постстра-

Пример: 
опрос на 
платфор-
ме Xbox
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тификации (multilevel regression and poststratification, MRP) мы полу-
чили оценки, соответствующие прогнозам ведущих аналитиков, осно-
ванных на агрегировании сотен традиционных опросов, проведенных 
в течение избирательного цикла.

Целью проекта Xbox не были ни прогнозирование индивидуальных 
ответов на опрос, ни выявление важных предикторов или причинно-
следственных выводов. Истинная цель состояла в том, чтобы выявить 
общенациональные тенденции в общественном мнении, а регрессия 
позволила нам скорректировать различия между выборкой и  гене-
ральной совокупностью, о чем пойдет речь в разделе 17.1; для этого 
нам потребовалась экстраполяция.

Рандомизированный эксперимент по изучению влияния 
образовательной телепрограммы
Примерно в 1970  году было проведено исследование с целью измерить 
влияние новой образовательной телепрограммы Electric Company на раз-
витие навыка чтения у детей. Эксперимент проводился на детях 1-4 клас-
сов в двух небольших городах США. Для каждого города и класса экспери-
ментаторы выбрали от 10 до 20 школ, в каждой из которых определили по 
два класса, чьи средние результаты тестов по чтению были самыми низки-
ми. В каждой паре один класс случайным образом выбрали для продолже-
ния обычного курса обучения чтению, а дети из другого класса регулярно 
смотрели телепрограмму. Каждый ученик прошел предварительное тести-
рование в начале учебного года и окончательное тестирование в конце.

На рис. 1.2 показаны данные результатов тестирования контрольных 
и экспериментальных классов1. Сравнивая верхний и нижний ряд гра-
фиков, можно предположить, что максимальный положительный эф-
фект от просмотра телепрограммы наблюдается в 1-х и 2-х классах, а в 
более старших классах эффект уменьшается. Эти результаты выглядят 
правдоподобными, если учесть, что большинство детей в 3-х и 4-х клас-
сах уже хорошо умеют читать.

Год обучения 1 Год обучения 2 Год обучения 3 Год обучения 4

50 75 100

50 75 100

50 75 100

50 75 100

50 75 100

50 75 100

50 75 100

50 75 100

Контрольные 
классы

Эксперимен-
тальные 
классы

Рис. 1.2. Средние результаты тестов в классе после эксперимента по измерению 
влияния образовательной телепрограммы на способность детей к чтению. Темная 
вертикальная линия на каждой гистограмме показывает среднее значение для со-

ответствующей группы классов

1	 Данные и код этого примера находятся в папке ElectricCompany.

Пример: 
экспе-
римент 
Electric 
Company
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Чтобы скорректировать различия между предварительными теста-
ми экспериментальной и контрольной группы, а также для оценки по-
грешности результатов необходим дальнейший статистический ана-
лиз. Мы вернемся к этому примеру в разделе 19.2.

Оценка влияния деятельности Организации Объединенных 
Наций по поддержанию мира с использованием переменных, 
предшествующих воздействию, для корректировки различий 
между экспериментальной и контрольной группой
Несколько лет назад политолог Пейдж Фортна провела исследование 
эффективности международных миротворческих сил. Она проанали-
зировала данные из стран, которые были вовлечены в  гражданские 
войны в период с 1989 по 1999 год, сравнивая страны, в которых про-
водились миротворческие операции Организации Объединенных 
Наций, со странами, в  которых таких операций не  было. Конечным 
критерием служил тот факт, возобновилась ли в стране гражданская 
война, и если да, то сколько времени продержалось перемирие. Сбор 
данных закончился в  2004  году, поэтому любые страны, в  которых 
к концу того года не возобновилась гражданская война, были охарак-
теризованы как находящиеся в состоянии мира. Подмножество обоб-
щенных данных содержит 96 случаев прекращения огня, соответству-
ющих 64 различным войнам1.

Беглое сравнение стран свидетельствовало о  положительном эф-
фекте миротворческой деятельности: в  56  % стран сохранился мир, 
по сравнению с 34 % стран, в которые не входили миротворцы. Если 
гражданская война все-таки возобновлялась, обычно это случалось 
вскоре после перемирия: средний промежуток между прекращением 
огня и возобновлением боевых действий составлял 17 месяцев в при-
сутствии миротворческих сил и 18 месяцев без них. На рис. 1.3 показа-
ны результаты.

В данном случае возникают большие опасения по поводу предвзя-
тости отбора: возможно, миротворцы выбрали легкие случаи. Может 
быть, по-настоящему жестокие гражданские войны были настолько 
опасны, что миротворцы не рискнули войти в такие страны, и это объ-
ясняет разницу в результатах.

Проще говоря, в  этом исследовании «экспериментальное воздей-
ствие» – поддержание мира – не было назначено случайным образом. 
Говоря языком статистики, Фортна проводила наблюдательное ис-
следование, а не эксперимент, и в этом случае мы должны сделать все 
возможное, чтобы учесть различия между экспериментальной и кон-
трольной группой, существовавшие до воздействия.

1	 Данные и код для этого примера находятся в папке Peacekeeping.

Пример: 
миро-
творцы 
ООН
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Без миротворцев: 56% стран остались в мире. 
Для остальных гистограмма времени до возвращения 
к гражданской войне:

С миротворцами: 34% стран остались в мире. 
Для остальных гистограмма времени до 
возвращения к гражданской войне:

Годы до возвращения к войне Годы до возвращения к войне

Рис. 1.3. Результаты прекращения гражданской войны в странах с миротворческой 
деятельностью ООН и без нее. Страны под наблюдением миротворцев ООН с боль-
шей вероятностью сохраняли мир, и в среднем требовалось примерно столько же 
времени на возврат к войне, если это случалось. Однако есть опасения, что страны 
с миротворческой деятельностью и без нее могут различаться по предшествующим 

условиям; подробнее на рис. 1.4

Фортна скорректировала начальные условия относительно того, на-
сколько плохим было состояние страны до того, как было принято то 
или иное решение о вводе миротворческих сил, используя некоторые 
объективные показатели условий жизни в стране. Анализ еще больше 
усложнялся тем, что в некоторых странах мы знаем время до возврата 
к гражданской войне, тогда как относительно других стран мы можем 
лишь сказать, что гражданская война еще не возобновилась в период 
сбора данных. В статистике такой вид обработки неполных данных на-
зывается цензурой, но это не означает, что кто-то отказался предоста-
вить данные. Как правило, некоторые данные не могут быть получены 
просто в силу особенностей процедуры сбора данных: в данном случае 
продолжительность времени до возобновления гражданской войны 
по своей сути не может быть известна для стран, которые сохранили 
мир к дате завершения сбора данных. Фортна решила эту проблему, 
используя «модель выживания», в детали которой мы здесь не будем 
углубляться и просто отметим, что в итоге она суммирует комбинацию 
предикторов до воздействия как скалярную «оценку плохого состоя-
ния». Эта оценка колеблется от 1,9 для гражданской войны в Йемене 
в 1994 году и 2,0 для восстания сикхов в Индии в 1993 году до случа-
ев с  наивысшими оценками негативной ситуации: 6,9 для Анголы 
в 1991 году и 6,5 для Либерии в 1990 году.

На рис. 1.4 показаны результаты для «экспериментальных» и кон-
трольных стран в зависимости от оценки негативной ситуации, с не-
которыми пропусками, когда для такой оценки не хватало некоторых 
факторов. Согласно этим данным, миротворцы фактически работали 
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даже в более жестких условиях, чем предполагалось. В результате по-
правка на плохие исходные условия (если признать, что эта поправка 
достоверна настолько, насколько достоверны данные и  модель, ис-
пользованные для ее получения) увеличивает предполагаемый поло-
жительный эффект миротворческой деятельности, по крайней мере, 
в период данного исследования.
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Рис. 1.4. Показатели прекращения гражданской войны в странах с миротворче-
ской деятельностью ООН и без нее в сопоставлении с показателем того, насколько 
плохой была ситуация в стране. После предварительной корректировки с учетом 
новой переменной миротворчество по-прежнему ассоциируется с более длитель-

ными периодами мира

Оценка эффективности законов об оружии и сложности 
регрессионного вывода при большом количестве предикторов
Ведущий медицинский журнал опубликовал статью, в которой попы-
тался оценить эффективность ряда мер по контролю над огнестрель-
ным оружием:

Из 25 законов об огнестрельном оружии девять были связаны со сниже-
нием смертности от огнестрельного оружия, девять были связаны с по-
вышенной смертностью от огнестрельного оружия, а семь имели неубе-
дительную связь… Прогнозируемое внедрение на федеральном уровне 
универсальных проверок анкетных данных при покупке огнестрельного 
оружия могло бы снизить смертность от огнестрельного оружия с 10,35 до 
4,46 смертей на 100 000 человек, проверки анкетных данных при покупке 
боеприпасов могли бы снизить ее до 1,99 на 100 000, а идентификация 
огнестрельного оружия – до 1,81 на 100 000 человек.

В этом исследовании предпринята попытка причинно-следственно-
го вывода с использованием регрессии факторов воздействия с поправ-
кой на фоновые факторы для коррекции различий между эксперимен-
тальной и контрольной группами. Модель настроили таким образом, 
чтобы сделать прогнозы зависимыми от значений предикторов, соот-
ветствующих различным гипотетическим ситуациям в политике.

Пример: 
политика 
контроля 
над огне-
стрель-
ным 
оружием
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Но мы считаем, что эти результаты фактически бесполезны по 
двум причинам: во-первых, в такой регрессии – с 50 точками данных 
и 30 предикторами и без априорной информации для вывода – коэф-
фициенты модели будут безнадежно зашумлены и скомпрометирова-
ны перекрестной зависимостью между предикторами. Во-вторых, ис-
следование было наблюдательным, а не экспериментальным. Другими 
словами, существуют систематические различия между ситуациями, 
которые сопровождают различные подходы к контролю над оружием, 
т. е. различия, которые не будут отражены в других предикторах мо-
дели (ковариатах уровня состояния или основных переменных), и нет 
оснований полагать, что большие различия между штатами в количе-
стве смертей, связанных с огнестрельным оружием, в первую очередь 
объясняются именно разными законами по контролю над оружием.

Сравнение исследований о деятельности миротворцев 
и контроле над оружием
Почему мы удовлетворены выводами исследования о  деятельности 
миротворцев, и  раскритиковали исследование о  контроле над огне-
стрельным оружием? В обоих случаях политические выводы были сде-
ланы на основе данных наблюдений с использованием регрессионного 
моделирования для корректировки различий между эксперименталь-
ной и контрольной группами. Так чем же различаются эти два проекта?

Основное отличие состоит в том, что исследование эффекта от де-
ятельности миротворцев сфокусировано, тогда как исследование, по-
священное контролю над огнестрельным оружием, таковым не явля-
ется. Когда цель одна, удобнее выполнять корректировку. В частности, 
по поводу исследования миротворческой деятельности высказывалась 
особая озабоченность, что ООН с  большей вероятностью вмешает-
ся в  более безопасные ситуации. Анализ данных показал обратное: 
операции по поддержанию мира в среднем выполнялись в несколько 
худших условиях. Этот вывод не окончательный – в частности, мера 
плохих условий в стране опирается на определенные измеряемые пе-
ременные, и поэтому возможно, что существуют важные неизмеряе-
мые характеристики, которые заставят корректировку пойти другим 
путем. Тем не менее модель, которую мы видим на основе наблюдае-
мых переменных, в целом рассказывает более убедительную историю.

Напротив, модель контроля над огнестрельным оружием трудно 
признать убедительной по двум причинам. Во-первых, модель коррек-
тируется сразу для многих потенциальных причинных переменных: 
влияние каждого закона оценивается при условии, что все остальные 
законы остаются неизменными, что нереально, так как несколько за-
конов могут быть изменены одновременно, и  нет причины предпо-
лагать, что их влияние складывается простым способом. Во-вторых, 
сравнения проводятся между состояниями, но состояния различаются 
по многим системным критериям, и  совсем не  ясно, может ли про-
стая модель надеяться на корректировку соответствующих различий. 
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Да, сравнения в миротворческом проекте зависят от страны, но раз-
работанный критерий плохих условий жизни кажется более уместным 
для вопроса, задаваемого в этом исследовании.

Мы не хотим делать слишком большое различие между этими ис-
следованиями, которые в конечном итоге оценивают степень, а не ха-
рактер явления. На самом деле нам действительно нужно оценивать 
политику в области поддержания мира, контроля над оружием и дру-
гих областях, и имеет смысл использовать данные и  статистический 
анализ для помощи в принятии решений. Мы рассматриваем исследо-
вание деятельности миротворцев, несмотря на все его потенциальные 
недостатки, как хороший пример, поскольку оно начинается с  пря-
мого сравнения данных, а  затем целенаправленно устраняет угрозу 
корректности выводов. Наоборот, в исследовании по контролю над ог-
нестрельным оружием корректировки переменных до воздействия ка-
жутся менее убедительными и фатально зависят от неправдоподобных 
предположений модели, что часто случается с неструктурированными 
данными.

Во Втором случае статистические методы сами по себе становятся 
проблемой, поскольку заявления о контроле над огнестрельным ору-
жием никогда не были бы опубликованы без ложного чувства уверенно-
сти, основанного на регрессионном анализе. В этом анализе пришлось 
применить наивный подход, чтобы иметь возможность отслеживать 
варианты и  давать достоверные причинно-следственные выводы из 
данных наблюдений; а  статистическая значимость и доверительные 
интервалы были столь же наивно подобраны таким образом, чтобы 
иметь возможность отсеивать шум и предоставлять воспроизводимые 
утверждения о мире за пределами имеющихся данных. Сложите эти 
два наивных подхода вместе, и в результате уважаемому медицинско-
му журналу приходится публиковать внешне убедительные, но плохо 
обоснованные выводы, сделанные на основе беспорядочного набора 
агрегированных данных о тенденциях.

1.4. Проблемы построения и интерпретации 
регрессий
Мы можем выделить два основных способа использования регрессии 
для причинного вывода: оценку взаимосвязи и корректировку основных 
переменных.

Применение регрессии для оценки интересующей 
нас взаимосвязи
Начнем с  простейшего сценария сопоставимости эксперименталь-
ной и контрольной групп. Выполнения этого условия можно добиться 
с помощью рандомизации – подхода, при котором люди (или, в более 
общем плане, некие объекты эксперимента) случайным образом рас-
пределяются по экспериментальным и  контрольным группам, или 
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с помощью более сложной схемы, которая обеспечивает баланс между 
группами. В  части V  этой книги мы подробно рассматриваем связи 
между экспериментальным воздействием, балансом и статистическим 
анализом. А пока просто отметим, что существуют различные спосо-
бы достижения приблизительной сопоставимости экспериментальной 
и контрольной групп, а также корректировки известных или смодели-
рованных различий между группами.
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Рис. 1.5. Регрессия для оценки причинно-следственного эффекта с (а) простым 
сравнением экспериментальной и контрольной группы или (б) в пределах диапазона 

уровней воздействия

Если нас интересует влияние некоторого воздействия x на выход y и 
наши данные получены из рандомизированного или иным образом 
сбалансированного эксперимента, мы можем применить регрессию, 
т. е. модель, которая предсказывает y по x с учетом погрешности.

Если параметр x является бинарным (x = 0 для контроля или x = 1 для 
воздействия), то регрессия особенно проста и выглядит, как показано 
на рис. 1.5а. Но та же идея верна и для непрерывного предсказателя, 
который показан на рис. 1.5б1.

В этой главе мы предполагаем сопоставимость групп, предназна-
ченных для разных видов воздействия, так что регрессионный анализ, 
прогнозирующий результат данного воздействия, дает нам прямую 
оценку причинного эффекта. Опять же, мы откладываем до части V об-
суждение того, какие допущения – как математические, так и практи-
ческие – необходимы для того, чтобы эта простая модель давала ос-
мысленный причинный вывод.

Но, если отбросить эти сомнения, мы можем продолжить разработ-
ку модели различными способами, чтобы лучше подогнать ее к дан-
ным и делать более точные прогнозы. Одним из направлений является 
рассмотрение нелинейного моделирования эффекта непрерывного 
воздействия. На рис. 1.5б дана линейная модель, на рис. 1.6а показан 
пример лежащего в  ее основе нелинейного эффекта, а  рис.  1.6б ил-

1	 Код для этого примера находится в папке SimpleCasual.

Пример: 
гипоте-
тические 
линейные 
и нели-
нейные 
модели

1.4. Проблемы построения и интерпретации регрессий    33



люстрирует, что произойдет, если эту кривую вытянуть в прямую ли-
нию. Другое важное направление – моделирование взаимодействий – 
эффектов воздействия, которые варьируются как функция от других 
предикторов модели. Например, на рис. 1.7 показано предполагаемое 
влияние радона на уровень заболеваемости раком легких у мужчин. 
Радон вызывает рак (или, точнее, увеличивает вероятность рака), при-
чем этот эффект сильнее среди курильщиков, чем среди некурящих. 
В этой модели (которая представляет собой обобщение данных из на-
учных статей и не является результатом подгонки к какому-либо од-
ному набору данных) действие радона предполагается линейным, но 
взаимодействующим с курением.
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Рис. 1.7. Дополнительный риск возникновения рака легких в течение жизни для 
мужчин в зависимости от среднего облучения радоном в пикокюри на литр (пКи/л). 

Связь между заболеваемостью раком и радоном различается для курильщиков 
и некурящих
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Взаимодействие может иметь большое значение, и мы обсуждаем его 
на протяжении всей книги. Если нас интересует эффект воздействия, 
нас должно интересовать и то, как этот эффект меняется. Такие изме-
нения могут быть важны по практическим соображениям – например, 
при принятии решения о том, имеет ли смысл назначать какую-либо 
дорогостоящую медицинскую процедуру, или кто подвергается наи-
большему риску из-за проблем с экологией, – или для научных целей.

Применение регрессии для корректировки различий 
между экспериментальной и контрольной группами
В большинстве реальных задач причинно-следственного вывода су-
ществуют систематические различия между объектами эксперимен-
та и контрольными объектами. Может случиться так, что подопытная 
группа в среднем была хуже, чем контрольная. Или, возможно, в рам-
ках образовательного эксперимента в  классах, в  которых применял-
ся новый метод обучения, были более мотивированные учителя, чем 
в тех, которые придерживались старой программы. В таких условиях 
важно учитывать различия между группами до воздействия, и для это-
го мы можем использовать регрессию.

На рис.  1.8 показаны некие гипотетические данные с  подогнан-
ной линейной регрессией1. Ключевое отличие от рис. 1.5 и 1.6 состоит 
в том, что в этом случае на оси x представлены значения предиктора до 
воздействия, а не уровень этого воздействия.
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Рис. 1.8. Гипотетические данные результатов бинарного воздействия с непрерыв-
ным значением параметра до воздействия. На диаграмме рассеяния эксперимен-
тальные объекты обозначены кружками, а контрольные объекты – точками. На них 
наложена линия регрессии, прогнозирующая результат для данного воздействия 

и основной переменной, при этом предполагаемый эффект воздействия представ-
ляет собой разницу между двумя линиями

1	 Код для этого примера находится в папке SimpleCausal.

Пример: 
радон, 
курение 
и рак 
легких

Пример: 
коррек-
тировка 
гипоте-
тической 
причин-
но-след-
ственной 
связи
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Корректировка основных переменных особенно важна при наличии 
дисбаланса, когда между экспериментальной и контрольной группой 
до воздействия существует различие по ключевым предикторам. Та-
кая корректировка будет зависеть от модели – в примере на рис. 1.8 
основными предположениями являются линейность и аддитивность – 
и после обстоятельного анализа должно следовать четкое объяснение 
последствий любых корректировок.

Например, гипотетический анализ рис.  1.8 можно резюмировать 
следующим образом:

В среднем объекты, подвергшиеся воздействию, расположены на 4,8 
балла выше, чем контрольные; y̅ = 31,7 для экспериментальной группы 
и y̅ = 25,5 для контрольной. Но две группы различались по своему пре-
диктору до воздействия: x̅ = 0,4 для экспериментальной группы и x̅ = 1,2 
для контрольной. После корректировки этой разницы мы получили рас-
четный эффект воздействия 10,0.

Для вычисления эффекта воздействия необходимо наличие модели, 
но суть этого примера заключается в том, что при наличии дисбалан-
са между экспериментальным и контрольным показателем ключевого 
предиктора необходимо выполнить определенную корректировку.

Интерпретация коэффициентов прогнозной модели
При интерпретации регрессионных моделей могут возникнуть пробле-
мы даже в простейшем случае чистого прогнозирования. Рассмотрим 
следующую модель, подогнанную под данные опроса: заработок  = 
11 000 + 1500*(рост – 60) + погрешность, где годовой заработок изме-
ряется в долларах, рост – в дюймах, а ошибка лежит в диапазоне 22 000 
(говоря математическим языком, ошибка имеет среднее значение 0 
и среднеквадратическое отклонение 22 000). Эта прогнозная модель на 
самом деле не годится для прогнозирования, потому что погрешность 
модели очень велика: вряд ли кому-то интересен прогноз заработка 
25 000 долл. с возможной погрешностью 22 000. Однако регрессия в не-
которой степени полезна для исследования ассоциаций в том смысле, 
что она демонстрирует положительный наклон линии (с учетом сред-
неквадратической ошибки, передающей неопределенность этого на-
клона). Коэффициенты регрессии можно интерпретировать в качестве 
вывода о выборке только в той степени, в которой люди в опросе пред-
ставляют собой репрезентативную выборку изучаемого населения 
(взрослые жители США в 1990 году); в ином случае лучше всего вклю-
чить в модель дополнительные предикторы, чтобы преодолеть разрыв 
между выборкой и генеральной совокупностью. Причинная интерпре-
тация регрессии в этом примере кажется очевидной – каждый допол-
нительный дюйм роста добавляет вам 1500 долл. дохода в год. Но такая 
интерпретация сомнительна, потому что высокие и низкие люди могут 
различаться во многих других отношениях: рост не является случайно 
применяемым экспериментальным воздействием. Более того, рост – 
это проблемная переменная, причинно-следственные связи которой 

Пример: 
зарабо-
ток и рост 
человека
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следует изучать другими способами, о которых мы поговорим позже. 
Для этого примера лучше всего подходит категория наводящих ассоци-
аций (exploring assotiations). Наблюдение за закономерностями в дан-
ных может навести исследователя на мысль провести дополнительное 
исследование, чтобы изучить истинные причины, по которым высокие 
люди зарабатывают больше, чем люди меньшего роста.

Построение, интерпретация и проверка регрессионных 
моделей
Статистический анализ состоит из четырех этапов. Это:

•	 построение модели, начиная с простых линейных моделей вида 
y = a + bx + error, и последующее расширение за счет дополнитель-
ных предикторов, взаимодействий и преобразований;

•	 подгонка модели, которая включает манипулирование данными, 
программирование и использование алгоритмов для оценки ко-
эффициентов регрессии и их погрешностей, а также для создания 
вероятностных прогнозов;

•	 проверка соответствия модели данным, что включает в себя по-
строение графиков, дополнительное программирование и актив-
ное исследование (несовершенных) связей между измерениями, 
параметрами и лежащими в их основе объектами исследования;

•	 критика модели, которая заключается не только в выявлении не-
достатков и  сомнительных предположений, но также в рассмо-
трении направлений улучшения моделей. Или, по крайней мере, 
ограничение разумными рамками утверждений, которые могли 
бы быть сделаны при буквальном толковании выводов соответ-
ствующей модели.

Следующим шагом является возвращение к  этапу построения мо-
дели, возможно, с добавлением новых данных и уточнением модели.

Проблема серьезной прикладной работы состоит в  том, как быть 
критичным, не будучи нигилистом, и признать, что мы способны сде-
лать выводы из статистического анализа – мы можем делать обобще-
ния от выборки к  генеральной совокупности, от экспериментальной 
группы к контрольной и от наблюдаемых измерений к исследуемым 
конструктам, – даже если эти выводы вызывают опасения.

Ключевым шагом в критике выводов исследования – и понимании 
границ такой критики – является выполнение действий, которые свя-
зывают более обобщающие утверждения с данными и статистическим 
анализом. Одним из слабых мест исследования влияния законов по 
контролю оборота огнестрельного оружия является тот факт, что были 
сделаны далеко идущие выводы относительно предлагаемых измене-
ний в законах, но сравнения проводились между разными штатами без 
учета данных о том, какие законы там были приняты или отвергнуты. 
И наоборот, анализ взаимосвязи роста и заработка был более описа-
тельным и не предполагал зависимости от политических изменений. 
Еще одна проблема, связанная с исследованием законов об огнестрель-
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ном оружии, заключалась в том, что предполагаемые эффекты были 
чересчур значительными и вели к сокращению смертности в пять раз. 
Это признак чрезмерной интерпретации зашумленных данных. В дан-
ном случае исследовали наблюдали существующие различия между 
состояниями и  слишком охотно связывали их с  доступными факто-
рами. С таким же успехом можно попытаться сопоставить смертность 
от огнестрельного оружия с  различными законами, регулирующими 
переработку куриного мяса, и найти подходящие корреляции, из ко-
торых вывести причинно-следственную связь. В отличие от этих со-
мнительных примеров исследование миротворческой деятельности 
является более строгим – рассмотрение только одного воздействия, 
а не попытка рассмотреть сразу 25 факторов – и более открытым в от-
ношении вариаций. Смысл рис.  1.4  состоит не  в том, чтобы утверж-
дать, что миротворчество дает какой-то конкретный эффект, а в том, 
чтобы показать, что оно связано с задержкой возврата к гражданской 
войне по сравнению с аналогичными ситуациями в странах, в которые 
не вмешивались миротворцы ООН.

Ни одно исследование не идеально. В  анализе Xbox мы использо-
вали нерепрезентативную выборку, чтобы сделать вывод о генераль-
ной совокупности избирателей. Исследование Electric Company было 
контролируемым экспериментом, поэтому нас мало беспокоят раз-
личия между экспериментальной и контрольной группой, но следует 
задуматься о целесообразности обобщения результатов эксперимента 
с телешоу на всю страну. Речь идет о том, что мы должны уметь распоз-
навать проблемы при экстраполяции, а затем работать над их устра-
нением. В случае исследования Xbox мы использовали регрессию для 
моделирования мнения как функции демографических переменных, 
таких как возраст, пол и образование, где выборка отличалась от по-
пуляции; данные компании Electric были проанализированы отдельно 
для каждого года обучения, что дает дополнительное представление 
о различиях в эффекте воздействия.

1.5. Классический и байесовский вывод
Как статистики, мы тратим большую часть наших усилий на подгонку 
моделей к данным и использование этих моделей для составления про-
гнозов. Эти шаги можно выполнять в рамках различных методологиче-
ских и философских подходов. Общими для всех этих подходов являют-
ся три ключевых аспекта: (1) какая информация используется в процессе 
построения модели, (2) какие предположения и допущения мы при этом 
делаем и (3) какой подход к интерпретации вывода модели мы приме-
няем – классический или байесовский. Рассмотрим их по очереди.

Информация
Отправной точкой для любой задачи регрессии являются данные о вы-
ходной переменной y  и одном или нескольких предикторах x. Когда 
данные являются непрерывными и  имеется один прогнозирующий 
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фактор, они могут отображаться в виде диаграммы рассеяния, как на 
рис. 1.5 и 1.6. Когда есть один непрерывный и один бинарный преди-
ктор, данные могут быть представлены в виде диаграммы рассеяния 
с  двумя разными символами, как на рис.  1.8. В  более общем случае 
не всегда возможно представить все данные на одном графике.

Помимо самих данных, мы обычно что-то знаем и о том, как они 
были собраны. Например, анализируя данные социологического опро-
са, мы можем посмотреть на вопросы и получить представление о том, 
как их задавали, где и когда проводились интервью. Если данные пред-
ставляют собой лабораторные анализы, мы можем оценить системати-
ческие ошибки и изменчивость результатов измерений и т. д.

Также должна быть доступна информация о том, какие данные вооб-
ще наблюдались. В опросе респонденты могут быть случайной выбор-
кой из четко определенной совокупности (например, сформированной 
путем извлечения случайных имен из списка) или они могут быть так 
называемой удобной выборкой1, и в этом случае мы должны иметь не-
которое представление о том, какие типы людей вошли в эту выборку 
с большей или меньшей степенью вероятности. В эксперименте воз-
действие может применяться к объектам случайно или по определен-
ному правилу, и в этом случае у нас обычно будет информация о том, 
как применялось воздействие. Например, если врачи выбирают, какие 
методы лечения назначать отдельным пациентам, нам будет полезно 
знать, какие методы рассматривались каждым врачом и какие харак-
теристики пациентов повлияли на решение о выборе лечения.

Наконец, у нас обычно есть предварительные знания, полученные 
из источников, отличных от источника имеющихся данных, на основе 
опыта предыдущих аналогичных исследований. Мы должны использо-
вать такую информацию с осторожностью. Например, опубликованные 
научные отчеты склонны преувеличивать размеры эффекта, поскольку 
существует определенная научная предвзятость, из-за которой иссле-
дователи вынуждены публиковать в основном большие и «статистиче-
ски значимые» результаты; об этом пойдет речь в разделе 4.5. Однако 
бывают ситуации, когда локальных данных недостаточно, и было бы 
глупо делать выводы, не используя предварительных знаний. В  раз-
деле 9.4 мы приводим пример связи между параметрами родителей 
и полом их детей.

Предположения и допущения
Есть три вида предположений, которые лежат в основе любой регрес-
сионной модели, генерирующей выход y  исходя из предикторов x. 
Во-первых, это форма связующей функции между x  и y: обычно мы 
предполагаем линейную функцию, но эта связь более гибкая, чем мо-
жет показаться, поскольку мы можем выполнять преобразования пре-

1	 Выборка, сформированная из соображений удобства исследования. Вопреки 
расхожему мнению, удобная выборка не является синонимом нерепрезен-
тативной выборки. – Прим. перев.
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дикторов или выхода, а также комбинировать предикторы линейным 
или нелинейным образом (об этом говорится в главе 12). Тем не менее 
выбор преобразований, а также выбор переменных, которые следует 
включить в модель в  первую очередь, опираются на предположения 
о взаимосвязях между различными изучаемыми переменными.

Второй набор предположений включает в  себя источник данных: 
какие потенциальные наблюдения видны, а какие нет, кого опраши-
вают, а кого пропускают, кто подвергается экспериментальному воз-
действию и т. д. Эти предположения могут быть сильными – например, 
строгое предположение о случайной выборке или случайном примене-
нии воздействия – или более гибкими, например допускающими, что-
бы вероятность участия в опросе была различной для мужчин и жен-
щин и варьировалась в  зависимости от этнической принадлежности 
и образования, или допускающими разную вероятность эксперимен-
тального воздействия в зависимости от возраста и предыдущего состо-
яния здоровья. Самые сильные предположения, такие как случайное 
распределение, обычно просты и понятны, тогда как слабые предпо-
ложения, будучи более общими, обычно оказываются более сложными.

Третья разновидность предположений относится к актуальности из-
меренных данных в реальном мире: точны ли ответы на опрос, мож-
но ли обобщить поведение объектов в  лабораторном эксперименте 
на внешний мир, предсказывают ли сегодняшние измерения то, что 
может произойти завтра? Эти вопросы можно изучать статистически, 
сравнивая стабильность наблюдений, проводимых разными способа-
ми или в разное время, но в контексте регрессии они обычно прини-
маются как само собой разумеющееся. Интерпретация регрессии y от 
x зависит также от отношения между измеренным x и фактическими 
предикторами, на которые мы обратили внимание, а также от отноше-
ния между измеренным y и фактическим результатом.

Классический вывод
Традиционный подход к статистическому анализу основан на обобще-
нии информации в данных без использования априорной информации. 
Вместо нее используют оценки и  прогнозы, которые имеют хорошо 
понятные статистические свойства, низкую систематическую ошибку 
и низкую дисперсию. Такой подход иногда называют «частотным», по-
скольку классический исследователь или аналитик интересуется долго-
срочными ожиданиями своих методов – оценки должны быть в среднем 
правильными (несмещенность), истинное значение параметра должно 
входить в доверительный интервал не реже, чем в 95 % случаев (охват). 
Важным принципом классической статистики является консерватизм: 
иногда данные оказываются слабыми, и мы не можем делать убедитель-
ных заявлений, но мы хотели бы иметь возможность сказать, по край-
ней мере приблизительно, что наши оценки беспристрастны и  наши 
интервалы имеют заявленный охват. В классической статистике должен 
быть четкий и однозначный («объективный») путь от данных к выводам, 
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который в свою очередь должен быть проверяемым, по крайней мере 
теоретически, на основе частотных свойств этих данных.

Классическая статистика может многое предложить, и есть искушение 
обобщать информацию только на основе данных. Слабые стороны класси-
ческого подхода проявляются, когда исследования небольшие, а данные 
косвенные или сильно изменчивые. Проиллюстрируем это на примере.

В 2013 году группа экономистов опубликовала исследование, в ко-
тором сообщалось о  «большом влиянии на последующие заработки 
участников рандомизированного эксперимента, направленного на 
психосоциальную стимуляцию отстающих в  развитии ямайских де-
тей из бедных семей. Экспериментальное воздействие заключалось 
в одночасовых еженедельных визитах местных ямайских социальных 
работников в течение 2 лет. Мы повторно опросили участников иссле-
дования спустя 20 лет после воздействия». По оценкам исследователей, 
воздействие увеличило доход участников эксперимента на 42 % при 
95%-м доверительном интервале эффекта от воздействия, который мы 
запишем как [+2%, +98%]. То есть оценка, основанная только на дан-
ных, состоит в том, что внешнее влияние умножает средний заработок 
на коэффициент 1,42 с 95%-м доверительным интервалом [1,02, 1,98] 
для данного коэффициента (упражнение 3.8).

Погрешность здесь весьма велика, что неизбежно, поскольку оценка ос-
нована на сравнении доходов только 127 детей, зарплаты которых, когда 
они выросли, сильно различаются. С точки зрения классического вывода 
нет ничего плохого в таком широком интервале – если бы эта же стати-
стическая процедура применялась снова и снова ко многим различным 
задачам, полученные доверительные интервалы содержали бы истин-
ные значения параметров в 95 % случаев (охватывая любые неточности 
в данных и протоколах экспериментов). Однако мы реалисты и понима-
ем, что эти интервалы с большей вероятностью попадут в отчеты, если 
они исключают ноль, и поэтому мы не ожидаем, что они будут охваты-
вать 95 % случаев в реальном мире (упражнения 5.8 и 5.9). Но, возможно, 
более важно то, что некоторые значения в этом интервале гораздо более 
правдоподобны, чем другие: визиты соцработника вполне могут давать 
отдачу 2 или даже 0 %, но очень маловероятно, что они часто приносят 
отдачу в 98 % и фактически удваивают заработки людей. Мы можем ут-
верждать это исходя из предшествующих знаний или общего понимания 
того, как устроено общество. Откровенно говоря, мы не доверяем оценке 
в 42 %: если бы исследование собирались повторить и нам предложили 
сделать ставку на то, будет ли результат больше или меньше 42 %, мы бы 
с уверенностью сделали ставку на «меньше». Это не означает, что иссле-
дование бесполезно, просто на основании этих данных мало что можно 
узнать об эффекте визитов соцработника в раннем детстве.

Байесовский вывод
Байесовский вывод – это подход к статистике, который включает в вы-
вод априорную информацию, выходя за рамки простого обобщения су-
ществующих данных. Например, в случае влияния визитов соцработ-

Пример: 
влияние 
на раз-
витие 
детей на 
Ямайке
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ника на развитие младенцев можно было бы начать с предположения, 
что воздействие может иметь значение, но что средний эффект, скорее 
всего, будет менее 10 % в положительном или отрицательном направ-
лении. Мы можем использовать эту информацию в качестве априорно-
го распределения вероятностей, предположив, что эффект мультипли-
кативного воздействия будет лежать в диапазоне [0,9, 1,1]; комбинируя 
это с данными и используя правила байесовского вывода, мы получаем 
95%-ный  апостериорный интервал [0,92, 1,28] – вариацию от 8 % отри-
цательного эффекта до 28 % положительного; подробности вы найдете 
в упражнении 9.6. Исходя из этого байесовского анализа, наше лучшее 
предположение о наблюдаемой разнице в будущем репликационном 
исследовании будет намного ниже 42 %.

Этот простой пример иллюстрирует как сильные, так и слабые сто-
роны байесовского вывода. С  одной стороны, байесовский анализ 
дает более разумные результаты и  может использоваться для пря-
мого прогнозирования результатов будущих экспериментов. С дру-
гой стороны, требуется дополнительная информация – некое «пред-
варительное распределение», которое в данном случае основано на 
спорном утверждении о том, что влияние экспериментального воз-
действия на будущие доходы составляет менее 10 %. Но в любом слу-
чае этой субъективности не избежать: в  байесовском выводе апри-
орное распределение представляет собой арену, на которой будут 
критически оцениваться любые прогнозы. В мире, в котором визиты 
соцработника способны удвоить будущий средний заработок, грубая 
оценка коэффициента 1,42 и интервал [1,02, 1,98] дают разумные про-
гнозы. Но в мире, где такие огромные последствия маловероятны, мы 
должны соответствующим образом скорректировать наши ожидания 
и прогнозы.

Итак, у нас есть выбор: классический вывод, ведущий к чистым свод-
кам данных, которые могут иметь ограниченную ценность в качестве 
прогнозов; или байесовский вывод, который теоретически может да-
вать достоверные прогнозы даже при слабых данных, но основан на 
дополнительных предположениях. Здесь нет универсально правиль-
ного ответа; мы должны уметь трезво оценивать свои возможности.

Существует также практическое преимущество байесовского подхо-
да, состоящее в том, что все его выводы являются вероятностными и, 
следовательно, могут быть представлены симулятором вероятностей. 
По этой причине всякий раз, когда мы хотим суммировать погреш-
ность оценок, лежащих за пределами простых доверительных интер-
валов, и всякий раз, когда хотим использовать регрессионные модели 
для прогнозов, мы используем байесовский подход. Как будет показа-
но в главе 9, мы можем выполнить байесовский вывод с использова-
нием неинформативных или малоинформативных априорных веро-
ятностей и получить результаты, аналогичные классическим оценкам, 
наряду с результатами моделирования, которые можно использовать 
для выражения прогнозной погрешности, или мы можем использо-
вать информативные априорные значения, когда это необходимо.
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Если у  нас есть подходящая информация, которой нет в  модели 
(например, осведомленность о  предвзятости, неизмеренные харак-
теристики объекта, априорная информация об отклике на воздей-
ствие и т. д.), то мы обязаны учитывать ее так же тщательно, как и при 
интерпретации наших статистических сводок данных.

1.6. Вычисление наименьших квадратов 
и байесовской регрессии
Для построения графиков и вычисления сводок данных, подгонки ста-
тистических моделей и моделирования демонстрационных данных из 
теоретических или подогнанных моделей мы используем код на языке 
R. Мы вводим этот код в книгу по мере необходимости, а познакомить-
ся с основами R вы можете в приложении A.

В целом мы рекомендуем использовать для регрессии байесовский 
вывод: если доступна априорная информация, вы можете ее исполь-
зовать, а в противном случае байесовская регрессия со слабо инфор-
мативными априорными значениями по умолчанию все равно имеет 
преимущество, поскольку дает стабильные оценки и позволяет строить 
модели, дающие логический вывод с прогнозной погрешностью (т. е. 
оценки с погрешностями и вероятностными предсказаниями или про-
гнозами). Например, в модели выборов, представленной в разделе 1.2, 
к которой мы вернемся в главе 7, моделирование на основе подогнан-
ной байесовской модели выявляет погрешность расчетных коэффици-
ентов регрессии и позволяет нам вычислять вероятностные прогнозы 
для будущих выборов, обусловленные предположениями о состоянии 
экономики в год выборов.

Вы можете выполнить подгонку байесовской регрессии в R, исполь-
зуя команды вида

fit <- stan_glm(y ~ x, data=mydata)

Но некоторым пользователям статистических методов может быть 
незнаком или неудобен байесовский вывод. Если вы один из них или 
вам приходится общаться с людьми, которым более удобна классиче-
ская статистика, можете выполнить подгонку модели по методу наи-
меньших квадратов:

fit <- lm(y ~ x, data=mydata)

Наконец, еще одна проблема, связанная с методом stan_glm, заклю-
чается в том, что он может медленно работать с большими объемами 
данных. Мы можем заставить его работать быстрее, запустив в режиме 
оптимизации:

fit <- stan_glm(y ~ x, data=mydata, algorithm="optimizing")

Наборы данных для примеров из этой книги небольшие, и скорость 
на самом деле не имеет значения, но полезно помнить об этой опции, 
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приступая к  решению более сложных задач. При запуске в  режиме 
оптимизации stan_glm выполняет приблизительную подгонку, но по-
прежнему поддерживает имитационный подход, применяемый для 
суммирования логической и прогнозной погрешности.

Если вы предпочитаете избегать байесовского вывода, можете за-
менить большинство экземпляров stan_glm в этой книге на lm для ли-
нейной регрессии или glm для логистических и обобщенных линей-
ных моделей и  получить почти идентичные результаты. Заметные 
различия проявляются в примере в разделе 9.5 с сильным априорным 
распределением, в примерах логистической и упорядоченной логи-
стической регрессии с  полным разделением в  разделах 14.6 и  15.5, 
в нашей реализации перекрестной проверки в разделе 11.8 и в раз-
личных примерах по всей книге, где мы используем имитацию дан-
ных для внесения погрешности в  оценки или прогнозы. Также вы 
можете подогнать регрессию методом наименьших квадратов и по-
лучить байесовские погрешности, запустив stan_glm с  при плоских 
априорных распределениях (flat prior distributions), которые мы об-
судим в разделе 8.4.

Значение байесовского и  имитационного подхода возрастает при 
подгонке регуляризованной регрессии и  многоуровневых моделей. 
Эти темы выходят за рамки данной книги, но как только вы научитесь 
использовать имитационный метод для преодоления погрешности, 
у вас будут хорошие возможности для изучения этих более продвину-
тых моделей и работы с ними.

Мы вернемся к примеру прогнозирования выборов в главе 7, а также 
подробно обсудим регрессию роста–заработка, опрос Xbox и экспери-
мент Electric Company в главах 6, 17 и 19 соответственно.

1.7. Упражнения
Данные для примеров и  упражнений в  этой и  других главах можно 
найти на сайте по адресу https://avehtari.github.io/ROS-Examples/. В при-
ложении A представлен краткий обзор языка R и программного обе-
спечения, которое вы будете использовать для вычислений.
1.1. �От проектирования до принятия решения. На рис. 1.9 показан про-

тотип бумажного «вертолета». Цель этого задания – спроектиро-
вать вертолет, которому требуется как можно больше времени, 
чтобы достичь пола при падении с фиксированной высоты, напри-
мер 2,5 м. Вертолеты должны иметь только одинаковую базовую 
конструкцию, показанную на эскизе. Никаких дополнительных 
складок, изгибов или перфораций не допускается. Длина корпу-
са и ширина лопасти вертолета – только эти два конструктивных 
параметра вертолета можно менять. Ширина и длина основания 
должны оставаться одинаковыми для всех вертолетов. К нижней 
части вертолета прикреплена металлическая скрепка.

Пример: 
констру-
ирование 
вертолета
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1 1.8 3.2 1.64
1 1.8 3.2 1.74
1 1.8 3.2 1.68
1 1.8 3.2 1.62
1 1.8 3.2 1.68
2 1.8 3.2 1.62
2 1.8 3.2 1.65
2 1.8 3.2 1.66
2 1.8 3.2 1.63
2 1.8 3.2 1.66

Обрезать

Надрезать

Согнуть

Рис. 1.9. (а) Схема изготовления «вертолета» из половины листа бумаги и скрепки. 
Длинные сегменты слева и справа загибаются к середине, и полученная длинная 

трехслойная полоса скрепляется скрепкой. Один из двух верхних сегментов загибает-
ся вперед, а другой – назад. При падении вертолет вращается в воздухе. (б) Файл дан-
ных, показывающий время полета в секундах для 5 полетов каждого из двух идентич-
ных вертолетов с шириной лопасти 1,8 дюйма (~4,6 см) и длиной лопасти 3,2 дюйма 

(8,1 см), сброшенных с высоты примерно 2,5 м. Авторы Гельман и Нолан (2017).

Вот несколько комментариев студентов, которые выполняли это за-
дание.

Рич слишком сильно согнул лопасти, и вертолеты падали камнем, пере-
ворачивались вверх тормашками, боком и т. д.

Эти вертолеты сильно реагируют на увеличение длины лопасти. И похо-
же, что слишком большая ширина делает вертолет неустойчивым. Он пе-
реворачивается во время полета.

Энди предлагает сделать жесткий шаблон для складывания основа-
ния Втрое.

После небольшой тренировки мы решили сменить подход. Лучше всего по-
лучилось, когда Юй давал отсчет, а Джон отпускал вертолет. 3 - 2 - 1 - ПУСК.

Раздайте каждой группе студентов 25 половинок листа бумаги 
и 2 скрепки. Ширина корпуса будет составлять одну треть ширины листа, 
поэтому ширина лопасти может составлять от 1/6 до 1/2 ширины корпуса, 
как показано на рис. 1.9а. Длина корпуса определяется преподавателем.

Например, если листы бумаги А4 имеют стандартный для США 
размер 8,5×5,5  дюймов (21,59×13,97  см), а  длина корпуса составляет 
7,62 см, то ширина лопасти может составлять от 2,31 до 6,98 см, а дли-
на – от 0 до 13,97 см.

В этом задании вы можете поэкспериментировать с  25 листами 
и  10  скрепками. Из  каждой половинки листа можно сделать только 
один вертолет. Но вы можете последовательно подбирать параметры 
конструкции, задав для каждого вертолета ширину лопасти и длину 
корпуса с  учетом уже записанных вами данных. Сделайте несколько 
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измерений для каждого вертолета, сбрасывая его с постоянной высоты 
и рассчитывая время, необходимое для приземления.

(a) �Запишите ширину лопасти и длину корпуса для каждого из ва-
ших 25 вертолетов вместе с  вашими измерениями времени 
в один файл, в котором каждое наблюдение находится в отдель-
ной строке в соответствии с шаблоном Helicopters.txt в папке 
Helicopters, также показанном на рис. 1.9б.

(б) Графически представьте данные так, как сочтете нужным.
(в) �Исходя из полученных результатов предложите такую конструк-

цию (ширину и длину лопасти), которая, по вашему мнению, 
позволит достичь максимального ожидаемого времени полета 
вертолета. Вам не  обязательно использовать здесь формали-
зованную регрессионную модель, но вы должны использовать 
общий регрессионный подход.

Приведенное выше описание адаптировано из работы Гельмана 
и Нолана (2017, раздел 20.4).
1.2. �Построение регрессионной модели и  данных. На  рис.  1.1б пока-

заны данные, соответствующие подогнанной линии регрессии 
y = 46,3 + 3,0x с остаточным стандартным отклонением 3,9 и зна-
чениями x в диапазоне примерно от 0 до 4 %.
(a) �Приблизительно изобразите на графике гипотетические данные 

с тем же диапазоном x, но соответствующие линии y = 30 + 10x 
с остаточным стандартным отклонением 3,9.

(b) Приблизительно изобразите на графике гипотетические данные 
с тем же диапазоном x, но соответствующие линии y = 30 + 10x 
с остаточным стандартным отклонением 10.

1.3. �Цели регрессии. Загрузите какие-либо данные по интересующей 
вас теме. Не изображая эти данные на графиках и не выполняя ста-
тистический анализ, обсудите, как вы могли бы использовать эти 
данные для следующих целей.

(а) Подбор регрессии для оценки интересующей взаимосвязи.
(б) Использование регрессии для корректировки различий 

между экспериментальной и контрольной группами.
(в) Использование регрессии для прогнозирования.

1.4. �Задачи статистики. Приведите примеры применения приклад-
ной статистики в интересующей вас области, в которых приходит-
ся решать следующие задачи.
(а) Обобщение выборки на генеральную совокупность.
(б) Обобщение вывода экспериментальной группы на контроль-

ную.
(в) Обобщение наблюдаемых измерений на неявные исследуемые 

конструкты. 
Объясните свои ответы.

1.5. �Цели регрессии. Приведите примеры применения прикладной ста-
тистики в интересующей вас области, в которых цели заключаются 
в следующем.

46    Глава 1. Обзор темы и знакомство с регрессией



(а) Прогнозирование/классификация.
(б) Обнаружение взаимосвязей.
(в) Экстраполяция.
(г) Причинный вывод.

Объясните свои ответы.
1.6. �Причинно-следственный вывод. Найдите реальный и заслуживаю-

щий внимания пример с экспериментальной группой, контроль-
ной группой, предиктором до воздействия и предиктором после 
воздействия. Постройте график, подобный рис. 1.8, используя дан-
ные из этого примера.

1.7. �Статистика как обобщение. Найдите опубликованную статью по 
интересующей вас теме, в  которой, по вашему мнению, уделено 
недостаточно внимания:
(а) обобщению выборки на генеральную совокупность;
(б) обобщению экспериментальной группы на контрольную;
(в) обобщению наблюдаемых измерений на неявные конструкты. 

Объясните свои ответы.
1.8. �Статистика как обобщение. Найдите опубликованную статью по 

интересующей вас теме, в которой, по вашему мнению, были хо-
рошо освещены следующие вопросы:
(а) обобщение выборки на генеральную совокупность;
(б) обобщение экспериментальной группы на контрольную;
(в) обобщение наблюдаемых измерений на неявные конструкты. 

Объясните свои ответы.
1.9. �Проблема линейных моделей. Вернемся к эксперименту по проек-

тированию вертолета в упражнении 1.1. Предположим, вы должны 
изготовить 25 вертолетов, измерить время их падения, подогнать 
линейную модель, предсказывающую этот результат с учетом ши-
рины крыла и длины корпуса:

время = β0 + β1 ∗ ширина + β2 ∗ длина + погрешность,

а затем использовать подогнанную модель время  = β0 + β1 ∗ шири-
на + β2 ∗ длина, чтобы оценить значения ширины лопасти и длины кор-
пуса, которые максимально увеличивают ожидаемое время полета.

(а) Почему этот подход потерпит неудачу?
(б) Предложите более подходящую модель, в которой нет этой про-

блемы.
1.10. �Работа над собственным примером. Найдите и скачайте или со-

берите данные по интересующей вас теме. Вы будете использо-
вать этот пример для работы с идеями и методами, описанными 
на протяжении всей книги, поэтому пример стоит потраченного 
времени и должен быть достаточно сложным. Это задание повто-
ряется на протяжении всей книги в  качестве заключительного 
упражнения каждой главы. В этом первом упражнении обсудите 
свои прикладные цели при изучении этого примера и то, как дан-
ные могут помочь в достижении этих целей.
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