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Глава 1

Введение

1.1 Проблема верификации программ
Проблема верификации (т.е. доказательства правильности) программ за-
нимает центральное положение в теории и практике разработки про-
граммного обеспечения. Под правильностью программ понимается их со-
ответствие различным условиям корректности, безопасности, устойчиво-
сти в случае непредусмотренного поведения окружения, эффективности
использования ресурсов времени и памяти, оптимальности реализован-
ных в программе алгоритмов, и т.п.

Как правило, для обоснования правильности программы её тестиру-
ют, т.е анализируют её поведение на некоторых входных данных. Однако
тестирование обладает очевидным недостатком: если его возможно про-
вести не для всех допустимых входных данных, а только лишь для их
небольшой части (что имеет место почти всегда), то оно не может слу-
жить гарантированным обоснованием того, что тестируемая программа
обладает проверяемыми свойствами. Как отметил один из основополож-
ников программирования Э. В. Дейкстра [1], «тестирование может лишь
помочь выявить некоторые ошибки, но отнюдь не доказать их отсут-
ствие».

Ошибки в программах могут быть весьма тонкими, но во многих про-
граммах наличие даже незначительных ошибок категорически недопу-
стимо. Например, наличие ошибок в таких программах, как

• программы управления атомными электростанциями,

• программы, управляющие работой медицинских устройств,

• программы в бортовых системах управления самолетов и космиче-
ских аппаратов,

13
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• программы в системах управления секретными базами данных, си-
стемах электронной коммерции и т.п.

может привести к существенному ущербу для экономики и жизни людей.
Приведем один пример, иллюстрирующий наличие ошибок даже в

очень простых программах, правильность которых на первый взгляд не
вызывает никакого сомнения. Рассмотрим программу 𝑃 , задача которой
заключается в зачислении денег на счет клиента банка. Количество денег
на счету этого клиента хранится в базе данных банка в переменной 𝑥.
Когда 𝑃 выполняет действия по зачислению суммы 𝑠 на этот счет, она
выполняет следующие действия:

• копирует в свою внутреннюю память значение переменной 𝑥,

• вычисляет новое значение, которое должна иметь переменная 𝑥,
оно равно сумме текущего значения 𝑥 и зачисляемой суммы 𝑠, и

• заносит в переменную 𝑥 это новое значение.

Даже если программа 𝑃 выполняет все свои действия правильно, это не
гарантирует корректности обслуживания клиента в том случае, когда со-
стояние его счета может изменяться несколькими такими программами.
Рассмотрим ситуацию, когда состояние счета клиента изменяют две про-
граммы 𝑃1 и 𝑃2 описанного выше типа. Возможен следующий вариант
совместного выполнения этих программ:

• сначала программа 𝑃1 выполняет свое первое действие, оно начи-
нается в момент времени 𝑡1, а заключительное действие 𝑃1 (обнов-
ление значения 𝑥) происходит в момент времени 𝑡2, и

• в момент времени, лежащий в интервале между 𝑡1 и 𝑡2, програм-
ма 𝑃2 начинает свою операцию зачисления денег на счет клиента,
причем выполнение первого действия программы 𝑃2 (копирование
значения переменной 𝑥) производится до выполнения заключитель-
ного действия программы 𝑃1.

После завершения работы обоих программ те деньги, которые зачислила
на счет клиента одна из программ 𝑃1, 𝑃2, просто пропадут.

Ошибку описанного выше типа можно не обнаружить путем тести-
рования, т.к. операция зачисления денег на счет клиента выполняется
практически мгновенно, и поэтому среди тестов, которыми можно ана-
лизировать программы подобного типа, с большой вероятностью могут
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отсутствовать такие тесты, в которых две различные программы, обслу-
живающие счета клиентов, почти одновременно обращаются к одному и
тому же ресурсу памяти.

Если же в результате какого-либо тестирования указанная выше ошиб-
ка обнаруживается и для её исправления конструируются специальные
программные механизмы (семафоры и т.п.) с целью задания правильной
дисциплины обращения программ к одному и тому же ресурсу памяти,
то встает вопрос о том, насколько эти механизмы соответствуют своему
предназначению (в частности, защищены ли семафоры от непредусмот-
ренного и неавторизованного изменения их значений). Это тоже может
анализироваться путем тестирования, и опять может получиться так,
что среди тестов, которыми анализируется поведение указанных выше
специальных программных механизмов, с большой вероятностью будут
отсутствовать такие тесты, в которых проявляется некорректное пове-
дение этих механизмов. Например, две программы 𝑃1 и 𝑃2, работающие
с совместно используемым ресурсом 𝑅, могут использовать в качестве
семафора общую переменную 𝑏, принимающую 2 значения: 1 (доступ к
𝑅 открыт) и 0 (доступ к 𝑅 закрыт). Если какая-либо из этих программ,
например 𝑃1, хочет работать с 𝑅, она проверяет значение 𝑏:

• если 𝑏 = 1, то 𝑃1 изменяет значение 𝑏 на 0 (запрещая тем самым
доступ к 𝑅 программе 𝑃2 на время своей работы с 𝑅) и работает с
𝑅, после чего изменяет значение 𝑏 обратно на 1,

• а если 𝑏 = 0, то 𝑃1 ждет, пока значение 𝑏 не станет равным 1.

Однако если программа 𝑃2 тоже хочет работать с 𝑅, и она проверила
значение 𝑏 после того момента когда его проверила 𝑃1, но до того момента
как 𝑃1 изменила значение 𝑏 с 1 на 0, то может возникнуть нарушение
дисциплины доступа к 𝑅.

Гарантированное обоснование правильности программ может быть
получено только при помощи альтернативного подхода, принципиально
отличного от тестирования. Данный подход называется верификаци-
ей. В самом общем виде верификация программы может пониматься как
построение математического доказательства утверждения о том, что ве-
рифицируемая программа соответствует своему предназначению. Пред-
назначение программы может быть выражено, например, путем описа-
ния функции, которую должна вычислять эта программа, или правил
взаимодействия этой программы с другими программами, т.е. реакции,
которую эта программа должна обеспечивать в ответ на получение сиг-
налов или сообщений от других программ.
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Формальное описание предназначения программы (или некоторых
свойств, которыми она должна обладать) в виде математического утвер-
ждения называется спецификацией этой программы. Спецификация
может представлять собой формальное описание самых разнообразных
свойств программы, например:

• её входные и выходные данные находятся в заданном соотношении,

• программа всегда завершает свою работу,

• во время работы программы не происходит сбоев и ненормальных
ситуаций (например, деления на 0, извлечения квадратного кор-
ня из отрицательного числа, выхода индекса за границы массива,
неавторизованных утечек информации и т.п.),

• программа решает свою задачу за установленное время и исполь-
зует не более установленного объема памяти.

Для верификации программы 𝑃 необходимо определить

• математический смысл всех конструкций, используемых в 𝑃 , на-
зываемый формальной семантикой (или просто семантикой)
этих конструкций, и

• спецификацию 𝑆𝑝𝑒𝑐 этой программы, выражающую то свойство
программы 𝑃 , которое необходимо верифицировать,

после чего можно ставить вопрос о верификации 𝑃 относительно 𝑆𝑝𝑒𝑐,
т.е. о построении математического доказательства утверждения о том,
что 𝑃 удовлетворяет 𝑆𝑝𝑒𝑐.

1.2 Необходимые математические понятия

1.2.1 Термы и связанные с ними понятия

Мы будем предполагать, что заданы следующие множества.

• Множество 𝑇𝑦𝑝𝑒𝑠, элементы которого называются типами. Мы бу-
дем понимать типы так же, как понимаются типы данных в языках
программирования. Каждому типу 𝜏 ∈ 𝑇𝑦𝑝𝑒𝑠 сопоставлено множе-
ство 𝐷𝜏 значений типа 𝜏 , называемое доменом типа 𝜏 .

Символ 𝒟 обозначает множество всех значений всех типов.
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• Множество 𝑉 𝑎𝑟, элементы которого называются переменными.
Каждой переменной 𝑥 ∈ 𝑉 𝑎𝑟 сопоставлен тип 𝜏(𝑥) ∈ 𝑇𝑦𝑝𝑒𝑠. Каж-
дая переменная 𝑥 ∈ 𝑉 𝑎𝑟 может принимать значения в домене
𝐷𝜏(𝑥), т.е. в различные моменты времени переменная 𝑥 может быть
связана с различными элементами домена 𝐷𝜏(𝑥).

• Множество 𝐶𝑜𝑛, элементы которого называются константами.

Каждой константе 𝑐 ∈ 𝐶𝑜𝑛 сопоставлены тип 𝜏(𝑐) ∈ 𝑇𝑦𝑝𝑒𝑠 и зна-
чение из 𝐷𝜏(𝑐), обозначаемое тем же символом 𝑐 и называемое ин-
терпретацией константы 𝑐. Будем считать, что ∀ 𝜏 ∈ 𝑇𝑦𝑝𝑒𝑠 любой
элемент 𝑑 ∈ 𝐷𝜏 является константой типа 𝜏 , которой соответствует
сам элемент 𝑑.

• Множество 𝐹𝑢𝑛, элементы которого называются функциональ-
ными символами (ФС). Каждому ФС 𝑓 ∈ 𝐹𝑢𝑛 сопоставлены

– функциональный тип (ФТ) 𝜏(𝑓), который представляет со-
бой запись вида

(𝜏1, . . . , 𝜏𝑛) → 𝜏, (1.1)

где 𝜏1, . . . , 𝜏𝑛, 𝜏 ∈ 𝑇𝑦𝑝𝑒𝑠, и

– частичная функция вида 𝐷𝜏1 × . . .×𝐷𝜏𝑛 → 𝐷𝜏 , где 𝜏(𝑓) имеет
вид (1.1), данная функция обозначается тем же символом 𝑓 и
называется интерпретацией ФС 𝑓 .
(Напомним, что функция 𝑓 : 𝐴 → 𝐵 называется частичной,
если ∀ 𝑎 ∈ 𝐴 значение 𝑓(𝑎) м.б. не определено.)

Функциональной переменной называется переменная, тип кото-
рой является функциональным типом. Множество всех функциональных
переменных обозначается записью 𝐹𝑉 𝑎𝑟.

Термы строятся из переменных, констант и ФС. Множество всех тер-
мов обозначается символом 𝑇𝑚. Каждый терм 𝑒 имеет тип 𝜏(𝑒) ∈ 𝑇𝑦𝑝𝑒𝑠,
определяемый структурой терма 𝑒.

Правила построения термов имеют следующий вид:

• каждая переменная и константа является термом того типа, кото-
рый сопоставлен этой переменной или константе, и

• если 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 ∈ 𝑇𝑚, 𝑓 ∈ 𝐹𝑢𝑛 ∪ 𝐹𝑉 𝑎𝑟, и 𝜏(𝑓) имеет вид (1.1), где
𝜏1 = 𝜏(𝑒1), . . ., 𝜏𝑛 = 𝜏(𝑒𝑛), то запись 𝑓(𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) – терм типа 𝜏 .

Терм 𝑒 ∈ 𝑇𝑚 называется подтермом терма 𝑒′ ∈ 𝑇𝑚, если либо 𝑒 = 𝑒′,
либо 𝑒′ = 𝑓(𝑒1, . . . , 𝑒𝑛), где 𝑓 ∈ 𝐹𝑢𝑛∪𝐹𝑉 𝑎𝑟, и ∃ 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}: 𝑒 – подтерм
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терма 𝑒𝑖. Запись 𝑒 ⊆ 𝑒′, где 𝑒, 𝑒′ ∈ 𝑇𝑚, означает, что 𝑒 – подтерм 𝑒′. Запись
𝑒 ⊂ 𝑒′, где 𝑒, 𝑒′ ∈ 𝑇𝑚, означает, что 𝑒 ⊆ 𝑒′ и 𝑒 ̸= 𝑒′.

Индукцией по структуре терма 𝑒 ∈ 𝑇𝑚 нетрудно доказать, что

если 𝑒1 и 𝑒2 – различные подтермы терма 𝑒, то либо 𝑒1 ⊂ 𝑒2,
либо 𝑒2 ⊂ 𝑒1, либо 𝑒1 и 𝑒2 не имеют общих компонентов. (1.2)

Запись 𝑥 ∈ 𝑒, где 𝑥 ∈ 𝑉 𝑎𝑟, 𝑒 ∈ 𝑇𝑚, означает, что 𝑥 входит в 𝑒.
Будем использовать следующие обозначения и соглашения:

• ∀ 𝑒 ∈ 𝑇𝑚 𝑉 𝑎𝑟(𝑒) обозначает множество {𝑥 ∈ 𝑉 𝑎𝑟 | 𝑥 ∈ 𝑒},

• ∀ 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 ∈ 𝑇𝑚 𝑉 𝑎𝑟(𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) = 𝑉 𝑎𝑟(𝑒1) ∪ . . . ∪ 𝑉 𝑎𝑟(𝑒𝑛),

• ∀𝑋 ⊆ 𝑉 𝑎𝑟 𝑇𝑚(𝑋) обозначает множество {𝑒 ∈ 𝑇𝑚 | 𝑉 𝑎𝑟(𝑒) ⊆ 𝑋},

• 𝐹𝑉 𝑎𝑟(𝑒) обозначает множество 𝑉 𝑎𝑟(𝑒) ∩ 𝐹𝑉 𝑎𝑟,

• ∀ 𝜏 ∈ 𝑇𝑦𝑝𝑒𝑠 запись 𝑇𝑚𝜏 обозначает множество {𝑒 ∈ 𝑇𝑚 | 𝜏(𝑒) = 𝜏},
∀𝐸 ⊆ 𝑇𝑚 запись 𝐸𝜏 обозначает множество 𝐸 ∩ 𝑇𝑚𝜏 ,

• в терме вида 𝑓(𝑒) скобки слева и справа от 𝑒 могут опускаться, если
𝜏(𝑓) имеет вид (𝜏) → 𝜏 ′,

• для каждой рассматриваемой функции 𝑓 : 𝐸 → 𝐸 ′, где 𝐸,𝐸 ′ ⊆ 𝑇𝑚,
будем предполагать, что ∀ 𝑒 ∈ 𝐸 𝜏(𝑒) = 𝜏(𝑓(𝑒)).

Терм 𝑒 ∈ 𝑇𝑚 замкнут, если 𝑉 𝑎𝑟(𝑒) = ∅. Каждому замкнутому терму
𝑒 соответствует объект 𝑒𝑣𝑎𝑙(𝑒), называемый значением данного терма, и
либо является элементом 𝐷𝜏(𝑒), либо не определён. Если 𝑒 – константа, то
𝑒𝑣𝑎𝑙(𝑒) – интерпретация этой константы, и если 𝑒 имеет вид 𝑓(𝑒1, . . . , 𝑒𝑛),
то 𝑒𝑣𝑎𝑙(𝑒) определён, только если определено значение функции 𝑓 на
кортеже (𝑒𝑣𝑎𝑙(𝑒1), . . . , 𝑒𝑣𝑎𝑙(𝑒𝑛)), и в этом случае 𝑒𝑣𝑎𝑙(𝑒) равен этому зна-
чению. Для каждого замкнутого терма 𝑒 будем обозначать объект 𝑒𝑣𝑎𝑙(𝑒)
той же записью, что и сам терм (т.е. 𝑒).

1.2.2 Примеры типов и функциональных символов

Арифметические типы и функциональные символы

𝐶𝑜𝑛 содержит типы N и I, значениями которых являются натуральные
(0, 1, . . .) и целые числа соответственно.

𝐹𝑢𝑛 содержит ФС +,−, ·, 𝑑𝑖𝑣,𝑚𝑜𝑑 типа (I, I) → I, и
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• функции +, −, и · представляют собой соответствующие арифме-
тические операции,

• 𝑑𝑖𝑣 – частичная функция (определённая, только когда второй ар-
гумент отличен от 0), 𝑚𝑜𝑑 – частичная функция (определённая,
только когда второй аргумент больше 0), 𝑑𝑖𝑣 и 𝑚𝑜𝑑 вычисляют
частное и остаток соответственно от деления первого аргумента на
второй.

Термы +(𝑒1, 𝑒2), −(𝑒1, 𝑒2), ·(𝑒1, 𝑒2), 𝑑𝑖𝑣(𝑒1, 𝑒2), 𝑚𝑜𝑑(𝑒1, 𝑒2) будут записы-
ваться в виде 𝑒1 + 𝑒2, 𝑒1 − 𝑒2, 𝑒1𝑒2, 𝑒1/𝑒2 и 𝑒1%𝑒2 соответственно.

Логические типы и функциональные символы

𝑇𝑦𝑝𝑒𝑠 содержит тип B, и 𝐷B = {0, 1}. Термы типа B называются фор-
мулами. Множество всех формул обозначается 𝐹𝑚. ∀𝑋 ⊆ 𝑉 𝑎𝑟 запись
𝐹𝑚(𝑋) обозначает множество 𝑇𝑚(𝑋)∩𝐹𝑚. При построении формул мо-
гут использоваться обычные булевы ФС (¬, ∧, ∨, → и т.д.), которым соот-
ветствуют функции отрицания, конъюнкции, дизъюнкции и т.д. Символ
1 обозначает тождественно истинную формулу, а символ 0 – тождествен-
но ложную формулу. Формулы вида ∧(𝑒1, 𝑒2), ∨(𝑒1, 𝑒2) и т.п. мы будем
записывать в более привычном виде 𝑒1 ∧ 𝑒2, 𝑒1 ∨ 𝑒2 и т.д. Формулы вида
𝑒1∧. . .∧𝑒𝑛 и 𝑒1∨. . .∨𝑒𝑛 могут также записываться в виде

{︁ 𝑒1. . .
𝑒𝑛

}︁
и
[︁ 𝑒1. . .
𝑒𝑛

]︁
соответственно, а также в виде

⋀︀
𝑖∈{1,...,𝑛} 𝑒𝑖 и

⋁︀
𝑖∈{1,...,𝑛} 𝑒𝑖 соответственно,

и также в виде {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} и [𝑒1, . . . , 𝑒𝑛] соответственно. Формулы вида
¬𝑒 могут обозначаться 𝑒.

Разные ФС могут иметь одинаковое обозначение. Ниже мы приводим
примеры таких ФС. Для каждого типа 𝜏

• 𝐹𝑢𝑛 содержит ФС 𝑒𝑞 типа (𝜏, 𝜏) → B, которому соответствует
функция, отображающая пару (𝑑1, 𝑑2) ∈ 𝐷𝜏 ×𝐷𝜏 в элемент 1, если
𝑑1 = 𝑑2, и 0, если 𝑑1 ̸= 𝑑2;

• если на𝐷𝜏 задано отношение частичного порядка, то 𝐹𝑢𝑛 содержит
ФС <, ≤, >, ≥ типа (𝜏, 𝜏) → B, каждому из этих ФС соответствует
функция, отображающая каждую пару (𝑑1, 𝑑2) ∈ 𝐷𝜏 ×𝐷𝜏 в элемент

– 1, если 𝑑1 < 𝑑2, 𝑑1 ≤ 𝑑2, 𝑑1 > 𝑑2, 𝑑1 ≥ 𝑑2 соответственно, и
– 0, если соответствующее соотношение неверно;

• 𝐹𝑢𝑛 содержит ФС if _then_else типа (B, 𝜏, 𝜏) → 𝜏 , соответствую-
щая функция отображает тройку вида (1, 𝑑1, 𝑑2) в 𝑑1 и тройку вида
(0, 𝑑1, 𝑑2) в 𝑑2.
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Термы 𝑒𝑞(𝑒1, 𝑒2), < (𝑒1, 𝑒2) и т.д. будут записываться в виде 𝑒1 = 𝑒2,
𝑒1 < 𝑒2 и т.д. соответственно. Термы if _then_else(𝑒, 𝑒1, 𝑒2) будут запи-
сываться в виде if 𝑒 then 𝑒1 else 𝑒2, или 𝑒?𝑒1 : 𝑒2.

Строковые типы и функциональные символы

𝑇𝑦𝑝𝑒𝑠 содержит типы L и S, значения которых называются символа-
ми и символьными строками (или просто строками) соответственно.
Каждая строка представляет собой последовательность символов 𝑎1 . . . 𝑎𝑛,
где 𝑛 ≥ 0. При 𝑛 = 0 эта последовательность пустая и обозначается 𝜀.

𝐹𝑢𝑛 содержит

• ФС ℎ𝑒𝑎𝑑 и 𝑡𝑎𝑖𝑙 типа S → L и S → S соответственно, которым соот-
ветствуют частичные функции, определенные только для непустых
строк, данные функции отображают строку 𝑎1 . . . 𝑎𝑛 в символ 𝑎1 и
строку 𝑎2 . . . 𝑎𝑛 соответственно (называемые головой и хвостом
строки 𝑎1 . . . 𝑎𝑛 соответственно);

• ФС 𝑐𝑜𝑛𝑐 типа (L,S) → S, которому соответствует функция, отоб-
ражающая пару (𝑎, 𝑎1 . . . 𝑎𝑛) в строку 𝑎𝑎1 . . . 𝑎𝑛.

Термы 𝑐𝑜𝑛𝑐(𝑒, 𝑒′), ℎ𝑒𝑎𝑑(𝑒), 𝑡𝑎𝑖𝑙(𝑒) будем записывать в сокращенном
виде 𝑒𝑒′, 𝑒ℎ и 𝑒𝑡 соответственно.

Кортежные типы и функциональные символы

Для каждого списка типов 𝜏1, . . . , 𝜏𝑛 (некоторые компоненты этого спис-
ка могут совпадать)

• 𝑇𝑦𝑝𝑒𝑠 содержит тип, обозначаемый записью (𝜏1, . . . , 𝜏𝑛), и

𝐷(𝜏1,...,𝜏𝑛) = 𝐷𝜏1 × . . .×𝐷𝜏𝑛 ,

• 𝐹𝑢𝑛 содержит ФС 𝑡𝑢𝑝𝑙𝑒 типа (𝜏1, . . . , 𝜏𝑛) → (𝜏1, . . . , 𝜏𝑛), ему соответ-
ствует тождественная функция, термы вида 𝑡𝑢𝑝𝑙𝑒(𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) будут
обозначаться записью (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛).

1.2.3 Подстановки

Подстановкой называется функция 𝜃 : Var → 𝑇𝑚. Будем говорить,
что подстановка 𝜃 заменяет переменную 𝑥 ∈ Var на терм 𝜃(𝑥).

Будем использовать следующие обозначения:
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• множество всех подстановок обозначается символом Θ;

• ∀ 𝜃 ∈ Θ запись 𝑉 𝑎𝑟(𝜃) обозначает множество {𝑥 ∈ 𝑉 𝑎𝑟 | 𝜃(𝑥) ̸= 𝑥};

• ∀𝑋 ⊆ Var Θ(𝑋) = {𝜃 ∈ Θ | 𝑉 𝑎𝑟(𝜃) ⊆ 𝑋};

• подстановка 𝜃 ∈ Θ может обозначаться записями

𝑥 ↦→ 𝜃(𝑥) или (𝜃(𝑥1)/𝑥1, . . . , 𝜃(𝑥𝑛)/𝑥𝑛), (1.3)

вторая запись в (1.3) используется, когда 𝑉 𝑎𝑟(𝜃) = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛};

• ∀ 𝜃 ∈ Θ, ∀ 𝑒 ∈ 𝑇𝑚 запись 𝑒𝜃 обозначает терм, получаемый из 𝑒
заменой ∀𝑥 ∈ Var(𝑒) каждого вхождения 𝑥 в 𝑒 на терм 𝜃(𝑥);

• ∀ 𝜃, 𝜃′ ∈ Θ запись 𝜃𝜃′ обозначает подстановку 𝑥 ↦→ (𝑥𝜃)𝜃
′ .

Подстановка 𝜃 замкнута, если ∀𝑥 ∈ 𝑉 𝑎𝑟(𝜃) 𝑉 𝑎𝑟(𝑥𝜃) = ∅. Множество
всех замкнутых подстановок из Θ(𝑋) обозначается 𝑋∙.

Пусть заданы терм 𝑒 ∈ 𝑇𝑚 и список �⃗� = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) различных пере-
менных, причём 𝑉 𝑎𝑟(𝑒) ⊆ {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛}. Будем использовать обозначения:

• 𝐷𝜏(�⃗�) обозначает множество 𝐷𝜏(𝑥1) × . . .×𝐷𝜏(𝑥𝑛);

• 𝑒(�⃗�) обозначает функцию вида 𝐷𝜏(�⃗�) → 𝐷𝜏(𝑒), такую, что

∀ 𝑑 = (𝑑1, . . . , 𝑑𝑛) ∈ 𝐷𝜏(�⃗�) 𝑒(�⃗�) : 𝑑 ↦→ 𝑒(𝑑1/𝑥1,...,𝑑𝑛/𝑥𝑛). (1.4)

1.2.4 Массивы

В программах могут использоваться структуры данных, называемые мас-
сивами. Массивы обозначаются записями вида 𝑎𝑚..𝑛, где 𝑎 – имя масси-
ва, 𝑚 и 𝑛 – термы типа I, обозначающие нижнюю и верхнюю границы
массива соответственно. Массив 𝑎𝑚..𝑛 может обозначаться более коротко
путем указания лишь его имени, без указания нижней и верхней гра-
ниц. Если значения 𝑚,𝑛 нижней и верхней границ массива 𝑎 таковы,
что 𝑚 ≤ 𝑛, то массив 𝑎 непуст, в противном случае он является пу-
стым. Для каждого массива 𝑎𝑚..𝑛 и каждого 𝑖 ∈ {𝑚, . . . , 𝑛} определен
объект, обозначаемый записью 𝑎𝑖 и называемый компонентой массива
𝑎 с индексом 𝑖. Компоненты массива 𝑎 рассматриваются как переменные
одинакового типа. Если 𝑎 и 𝑏 – массивы вида 𝑎𝑚..𝑛 и 𝑏𝑚..𝑛, то 𝑏 = 𝑝𝑒𝑟𝑚(𝑎)
означает, что 𝑏 – перестановка 𝑎, т.е. существует биекция 𝑓 на {𝑚, . . . , 𝑛},
такая, что ∀ 𝑖 ∈ {𝑚, . . . , 𝑛} 𝑏𝑖 = 𝑎𝑓(𝑖).
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Пусть задан массив 𝑎𝑚..𝑛 и 𝑖, 𝑗, 𝑖′, 𝑗′ ∈ {𝑚, . . . , 𝑛}. Будем обозначать
записями 𝑜𝑟𝑑(𝑎𝑖..𝑗), 𝑎𝑖..𝑗 ≤ 𝑎𝑖′..𝑗′ , 𝑎𝑖..𝑗 ≤ 𝑎𝑖′ формулы соответственно:⋀︀

𝑖≤𝑘<𝑗(𝑎𝑘 ≤ 𝑎𝑘+1),
⋀︀

𝑖 ≤ 𝑘 ≤ 𝑗
𝑖′ ≤ 𝑘′ ≤ 𝑗′

(𝑎𝑘 ≤ 𝑎𝑘′),
⋀︀

𝑖≤𝑘≤𝑗(𝑎𝑘 ≤ 𝑎𝑖′).

(Напомним, что если множество конъюнктивных членов пусто, то их
конъюнкция равна 1.)

1.2.5 Истинностные значения утверждений

Будем использовать следующее обозначение: если𝐴 – произвольное утвер-
ждение (выраженное на естественном или формальном языке), то запись
[[𝐴]] обозначает значение 1 если 𝐴 истинно и 0 если 𝐴 ложно.
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Глава 2

Программы, представленные в
виде блок-схем

В этой главе рассматривается задача верификации последовательных
нерекурсивных программ, представленных в виде блок-схем, в опера-
торной форме и в виде процессов. В качестве метода их верификации
используется один из наиболее широко распространённых методов ве-
рификации программ, известный под названием метод инвариантов.
Одними из первых работ, в которых изложен этот метод, являются ста-
тьи [3] и [4]. Различные изложения данного метода можно найти также
в книгах [5]–[11].

2.1 Понятие блок-схемы
Одним из языков описания последовательных нерекурсивных программ
является язык блок-схем. На данном языке программа представляется в
графовой форме. Графовая форма представления программ в последнее
время завоевывает все бóльшую популярность по причине того, что такая
форма представления программ облегчает их понимание и упрощает их
анализ.

Блок-схема (БС) представляет собой конечный ориентированный
граф, каждая вершина которого имеет один из следующих видов:

• начальная вершина, она обозначается символом
⨀︀

, в каждой БС
имеется только одна начальная вершина, из неё выходит одно реб-
ро, и в неё не входит ни одного ребра;

• присваивание, вершина такого вида обозначается записью вида

𝑥 := 𝑒 ,

25
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где 𝑥 ∈ 𝑉 𝑎𝑟, 𝑒 ∈ 𝑇𝑚, 𝜏(𝑥) = 𝜏(𝑒), из каждого присваивания выхо-
дит только одно ребро;

• условный переход, вершина такого вида обозначается записью
вида

����𝛽 , где 𝛽 ∈ 𝐹𝑚, из каждого условного перехода выходит
два ребра с метками 1 и 0 соответственно;

• пустой оператор, такая вершина обозначается символом ○, из
неё выходит только одно ребро;

• терминальная вершина, она обозначается символом
⨂︀

, из каж-
дой терминальной вершины не выходит ни одного ребра.

Пустой оператор в БС, как правило, не изображают, т.е. фрагмент

БС вида i
?

. . .𝑣1 𝑣𝑛

𝑣

@
@R

�
�	

может изображаться в виде
?

. . .𝑣1 𝑣𝑛

𝑣

@
@R

�
�	 , или

-?

. . .

?𝑣1

𝑣2 𝑣𝑛

𝑣
, или другим аналогичным образом.

В БС могут использоваться следующие обозначения:

• последовательность вершин вида 𝑥1 := 𝑒1 - -. . . 𝑥𝑛 := 𝑒𝑛 , где

в каждую вершину (кроме, возможно, первой) входит только одно

ребро, может обозначаться прямоугольником
𝑥1 := 𝑒1
. . .

𝑥𝑛 := 𝑒𝑛
;

• запись
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) (2.1)

обозначает последовательность присваиваний вида

𝑦1 := 𝑒1 - -. . . 𝑦𝑛 := 𝑒𝑛 - 𝑥1 := 𝑦1 - -. . . 𝑥𝑛 := 𝑦𝑛 , (2.2)

где переменные 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 – новые, т.е. если какая-либо БС содер-
жит фрагмент вида (2.1), то он рассматривается как последова-
тельность (2.2), где переменные 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 присутствуют только в
присваиваниях из (2.2) и не присутствуют в этой БС вне (2.2);
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• запись вида 𝑥⇌ 𝑦 , где 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 𝑎𝑟, имеет тот же смысл, что и

запись (𝑥, 𝑦) := (𝑦, 𝑥) .

С каждой БС 𝑃 связана некоторая формула 𝑃𝑟𝑒(𝑃 ), называемая
предусловием БС 𝑃 .

Если 𝑃 – БС, то 𝑉 (𝑃 ) обозначает совокупность всех вершин 𝑃 и
𝑉 𝑎𝑟(𝑃 ) обозначает множество всех переменных, входящих в 𝑃 .

2.2 Выполнение блок-схемы
Выполнение БС 𝑃 – это обход её вершин, начиная с начальной вер-
шины (т.е. последовательность переходов по рёбрам от одной вершины
БС 𝑃 к другой), с выполнением действий, сопоставленных проходимым
вершинам. После выполнения действия, соответствующего текущей вер-
шине, происходит переход по выходящему из неё ребру к следующей
вершине. На каждом шаге 𝑖 ≥ 0 выполнения БС 𝑃 определена подста-
новка 𝜃𝑖 ∈ 𝑉 𝑎𝑟(𝑃 )∙. Подстановка 𝜃0 должна удовлетворять предусловию.
Действия в вершинах выполняются в зависимости от вида вершин:

•
⨀︀

или ○: никаких действий не происходит;

• 𝑥 := 𝑒 : 𝑥 становится связанной со значением терма 𝑒;

•
����𝛽 : для перехода к следующей вершине выбирается ребро с мет-

кой, равной значению формулы 𝛽;

•
⨂︀

: выполнение БС завершается.

Формальное описание выполнения БС 𝑃 имеет следующий вид: это
последовательность шагов с номерами 0, 1, . . ., с каждым шагом 𝑖 ≥ 0
выполнения 𝑃 связаны вершина 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 (𝑃 ) и подстановка 𝜃𝑖 ∈ 𝑉 𝑎𝑟(𝑃 )∙

(называемые текущей вершиной и текущей подстановкой на ша-
ге 𝑖), причем 𝑣0 =

⨀︀
, 𝑃𝑟𝑒(𝑃 )𝜃0 = 1 и для каждого 𝑖 ≥ 0 выполнены

следующие условия:

• если 𝑣𝑖 – начальная вершина или пустой оператор, то 𝑣𝑖+1 – конец
ребра, выходящего из 𝑣𝑖; 𝜃𝑖+1 = 𝜃𝑖,

• если 𝑣𝑖 = 𝑥 := 𝑒 , то 𝑣𝑖+1 – конец ребра, выходящего из 𝑣𝑖, и

𝜃𝑖+1(𝑥)
def
= 𝑒𝜃𝑖 , ∀ 𝑦 ∈ 𝑉 𝑎𝑟(𝑃 ) ∖ {𝑥} 𝜃𝑖+1(𝑦)

def
= 𝜃𝑖(𝑦)



28 Глава 2. Программы, представленные в виде блок-схем

(данное действие заключается в обновлении значения переменной
𝑥: после исполнения этого действия значение 𝑥 становится равным
значению терма 𝑒 на текущих значениях переменных БС 𝑃 , значе-
ния остальных переменных не изменяются);

• если 𝑣𝑖 =
����𝛽 , то

– если 𝛽𝜃𝑖 = 1 или 0, то 𝑣𝑖+1 – конец ребра, выходящего из 𝑣𝑖, и
имеющего метку 1 или 0 соответственно, и 𝜃𝑖+1 = 𝜃𝑖;

– если 𝛽𝜃𝑖 не определено, то выполнение БС завершается;

• если 𝑣𝑖 =
⨂︀

, то выполнение БС завершается.

Выполнение действий, соответствующих фрагменту 𝑥⇌ 𝑦 , можно
рассматривать как перемену местами содержимого переменных 𝑥 и 𝑦.

2.3 Примеры блок-схем
1. БС, вычисляющая сумму 1+3+5 . . .+(2𝑛−1), где 𝑛 ≥ 1 – входное

значение, результат должен быть занесён в переменную 𝑠.

����∙ -
𝑠 := 0
𝑏 := 1
𝑖 := 1

-?
�� ��𝑖 ≤ 𝑛 -

?
0

1
𝑠 := 𝑠+ 𝑏
𝑏 := 𝑏+ 2
𝑖 := 𝑖+ 1����@@�� (2.3)

Все переменные в данной БС имеют тип I.

2. БС, вычисляющая частное и остаток от целочисленного деления 𝑎
на 𝑏, где 𝑎 на 𝑏 – положительные целые числа. В результате выпол-
нения данной программы в переменные 𝑞 и 𝑟 должны быть занесе-
ны частное и остаток соответственно от деления 𝑎 на 𝑏, т.е. должны
быть выполнены соотношения 𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟 и 0 ≤ 𝑟 < 𝑏.

����∙ - 𝑞 := 0
𝑟 := 𝑎

-?
�� ��𝑟 < 𝑏 -

?
1

0 𝑞 := 𝑞 + 1
𝑟 := 𝑟 − 𝑏����@@�� (2.4)
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Все переменные в данной БС имеют тип I.
Алгоритм, реализованный в данной БС, заключается в вычитании
𝑏 из 𝑎 до тех пор, пока результат не станет меньше 𝑏. Число этих
вычитаний равно частному, а результат вычитаний – остатку от
целочисленного деления 𝑎 на 𝑏.

3. БС, вычисляющая целую часть числа
√
𝑥, где 𝑥 – неотрицательное

целое число. Результат должен быть занесён в переменную 𝑦.

����∙ -
𝑦 := 0
𝑎 := 0
𝑏 := 1

- -? 𝑎 := 𝑎+ 𝑏
�� ��𝑎 ≤ 𝑥 -

?
0

1 𝑦 := 𝑦 + 1
𝑏 := 𝑏+ 2����@@�� (2.5)

Все переменные в данной БС имеют тип I.
Алгоритм, реализованный в данной БС, заключается в использова-
нии тождества 1+3+5+ . . .+(2𝑛−1) = 𝑛2. Переменная 𝑏 принима-
ет последовательно значения 1, 3, 5, . . ., эти значения суммируются,
и результат заносится в переменную 𝑎, а число слагаемых в этой
сумме заносится в переменную 𝑦. Когда значение 𝑎 станет превос-
ходить 𝑥, из приведенного выше тождества следует, что 𝑦 содержит
требуемое значение ⌊

√
𝑥 ⌋.

4. БС, реализующая быстрый алгоритм возведения в степень. В ре-
зультате работы данной БС вычисляется значение 𝑥𝑦, где 𝑦 ≥ 0.
Результат должен быть занесен в переменную 𝑧.

����∙ -
𝑎 := 𝑥
𝑏 := 𝑦
𝑧 := 1

-

6 61 0

?

6

�� ��𝑏 = 0
�� ��𝑏%2 = 0-

?
1

0

𝑎 := 𝑎2

𝑏 := 𝑏/2
𝑏 := 𝑏− 1
𝑧 := 𝑎𝑧

����@@�� (2.6)

Все переменные в данной БС имеют тип I. Исходное значение 𝑦
предполагается неотрицательным. Вычисление 𝑥𝑦 производится по
следующему принципу:
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• если 𝑦 = 0, то 𝑥𝑦 = 1,

• если 𝑦 – положительное четное, то 𝑥𝑦 = (𝑥2)𝑦/2, и

• если 𝑦 – нечетное, то 𝑥𝑦 = 𝑥𝑦−1𝑥.

Данный принцип позволяет понизить число умножений при вычис-
лении 𝑥𝑦 c 𝑦 − 1 до 𝑂(log2 𝑦).

5. БС, реализующая сортировку массива методом пузырька. Сорти-
руемый массив имеет вид 𝑎0..𝑛, где 𝑛 ≥ 0. Результат должен быть
записан в массив 𝑏0..𝑛. Требуется, чтобы после завершения выпол-
нения этой БС были верны утверждения 𝑏 = 𝑝𝑒𝑟𝑚(𝑎) и 𝑜𝑟𝑑(𝑏).

����∙ - 𝑏 := 𝑎
𝑖 := 𝑛

-?

6�� ��𝑖 = 0 -

?
1

0
𝑗 := 0

�� ��𝑗 = 𝑖

1

0

-

?
�

6

𝑖 := 𝑖− 1

�� ��𝑏𝑗 > 𝑏𝑗+1
0

1

𝑗 := 𝑗 + 1

𝑏𝑗 ⇌ 𝑏𝑗+1

?
6

����@@�� (2.7)

В данном примере и ниже используется следующее обозначение: ес-
ли 𝑎 и 𝑏 – массивы с одинаковыми типами компонентов и одинако-
выми нижними и верхними индексами (т.е. имеют вид 𝑎𝑚..𝑛 и 𝑏𝑚..𝑛),
то 𝑎 := 𝑏 обозначает операцию копирования компонентов массива 𝑏
в соответствующие компоненты массива 𝑎, т.е. последовательность
присваиваний 𝑎𝑚 := 𝑏𝑚, 𝑎𝑚+1 := 𝑏𝑚+1, . . ., 𝑎𝑛 := 𝑏𝑛.

Алгоритм, реализованный в БС (2.7), заключается в выполнении
𝑛 прогонок по массиву 𝑏, каждая из которых заключается в про-
смотре слева направо участка от 0-й до 𝑖-й позиции сортируемого
массива и перемене местами его соседних элементов, если они нару-
шают порядок. Сначала производится прогонка по всему массиву, в
результате этой прогонки в последнюю позицию массива помещает-
ся его максимальный элемент, в результате следующей прогонки в
предпоследнюю позицию помещается следующий по величине эле-
мент и т.д.
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2.4 Задача верификации блок-схем
Пусть задана БС 𝑃 , и её спецификация представляет собой пару формул
(𝑃𝑟𝑒, 𝑃𝑜𝑠𝑡) с переменными из 𝑉 𝑎𝑟(𝑃 ), имеющих следующий смысл:

• формула 𝑃𝑟𝑒 называется предусловием и выражает условие, ко-
торому должны удовлетворять значения переменных БС 𝑃 в мо-
мент начала её выполнения;

• формула 𝑃𝑜𝑠𝑡 называется постусловием, и выражает условие, ко-
торому должны удовлетворять значения переменных БС 𝑃 после
завершения её выполнения.

Пусть 𝑃 – БС и 𝜃 ∈ 𝑉 𝑎𝑟(𝑃 )∙. Мы будем говорить, что 𝑃 выполня-
ется с начальной подстановкой 𝜃, если в момент начала выполнения
𝑃 значение каждой переменной 𝑥 ∈ 𝑉 𝑎𝑟(𝑃 ) было равно 𝜃(𝑥).

Запись 𝜃
𝑃→ ⊗ обозначает утверждение: если 𝑃 выполняется с на-

чальной подстановкой 𝜃, то выполнение 𝑃 когда-либо завершится.
Если верно 𝜃 𝑃→ ⊗, то запись 𝑃𝜃 обозначает подстановку из 𝑉 𝑎𝑟(𝑃 )∙,

определяемую следующим образом: пусть 𝑃 выполняется с начальной
подстановкой 𝜃, тогда ∀𝑥 ∈ 𝑉 𝑎𝑟(𝑃 ) значение 𝑥𝑃𝜃 равно тому значению,
которое будет иметь переменная 𝑥 после завершения выполнения 𝑃 .

Задача верификации БС 𝑃 относительно спецификации (𝑃𝑟𝑒, 𝑃𝑜𝑠𝑡)
заключается в доказательстве следующего утверждения:

∀ 𝜃 ∈ 𝑉 𝑎𝑟(𝑃 )∙, если 𝑃𝑟𝑒𝜃 = 1, то 𝜃
𝑃→ ⊗ и 𝑃𝑜𝑠𝑡𝑃𝜃 = 1. (2.8)

Данное утверждение обозначается записью 𝑃𝑟𝑒
𝑃→ 𝑃𝑜𝑠𝑡.




